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Visualisierungstechniken
zur Darstellung
dreidimensionaler Datenmengen

Bernd Hamann

In diesem Beitrag sollen unterschiedliche Darstellungs-
arten dreidimensionaler Datenmengen erldutert werden.
Eswirdvorausgesetzt, daf3 Punkie mit skalaren (oder auch
vektorwertigen) Funktionswerten gegeben sind, die in einer
verstdndlichen Weise auf einem Bildschirm darzustellen
sind. Die beschriebenen Verfahren gehéren somit in den
Bereich des sogenannten Volume Renderings oder Vol-
ume Visualization. Anwendungen fiir diese Methoden
finden sich im Bereich der Meteorologie (Temperatur-,
Druckdaten), der medizinischen Diagnostik (Computer-
Tomographie CT), Magnetische Resonanz-Tomographie
MRI), der Physik und der Mathematik (Funktionen dreier
Verdnderlicher). Die Verfahren sollen moglichst einfach
zu implementieren sein und ein gutes Verstindnis der zu
untersuchenden Daten bieten. Weiterhin miissen die Algo-
rithmen schnell sein, so daf3 eine Echizeitverarbeitung
moglich ist.

1. Problemstellung und Klassifizierung
der Methoden

Es wird davon ausgegangen, daB nur zwei Arten dreidi-
mensionaler Datenmengen zu visualisieren sind: entweder
sind die Daten von der Form

(x,f)1x€R3, feR,i=1..n) 1
unregelmiBig im Raum verteilt oder sie sind in einer
regelmiBigen Struktur der Form
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{(xl'»fj) = (xl'v y}‘ zk:ff‘f_k) I X‘E Ra;f.'e R! (2)
i=0..n,)=0..n,k= 0..n,}

angeordnet. Diese Daten kinnen sowohl originale MeBda-
ten als auch Daten sein, die erst durch ein approximieren-
des oder interpolierendes Verfahren gewonnen worden
sind. Sind ausreichend viele MeBdaten gegeben, um eine
sehr feine Auflésung auf dem Bildschirm zu gewihren, so
sollten die Daten direkt visualisiert werden. Ist die Anzahl
der Datenpunkte aber zu gering, so miissen zuniichst ma-
thematische Methoden zur Approximation/Interpolation
der Daten bestimmt und die resultierende Funktion an
geeigneten Punkten im Raum und in ausreichender Aufls-
sung ausgewertet werden. Sind Daten in unstrukturierter
Form nach (1) gegeben, so sollten in jedem Fall zunichst
eine approximierende Funktion ermittelt werden, um nach
deren Auswertung eine Strukturnach (2) zu erhalten, Diese
Form der Datenaufbereitung erméglicht eine effizientere
Anwendung der in den folgenden Kapiteln vorgeschla-
genen Verfahren,

Auf die Methode zur Approximation/Interpolation soll
hier nicht eingegangen werden. Gute Uberblicke geben:
[ALFER89], [BARNSS5], [BOEH84] und [FRAN90]. Me-
thoden zur Qualitéitsanalyse solcher Verfahren werden in
[RATHS88] ertrtert. Hat man sich fiir ein bestimmtes Ver-
fahren entschieden, so wird die sich ergebenen Funktion f
nur auf dem Gebiet

D={x=(xy2)TI
X € Kpins Xipar)s ¥ € DpminYmards 2 € [ZpminiZpnasl)

©)



betrachtet und an (n, + 1)(:1) + 1)(n, + 1) Gitterpunkten
ausgewertet, so daB die Datenmenge
{(xl-,yj, zk,_f(xt-,yj, 2 i=0..n,j= 0...n, k=0...n,} (4)

dargestellt werden muB. Hierbei wird eing Partition wie
folgt angenommen:

xl-=xm+i°dx, dx=x—"“';;x"'i', i=0..n,
Yi= Yomin +J * By, dy=’%, j=0.n, (5

2, =2, + ke dz, &:%, k=0..n,

Die Schreibweise in (1) und (2) macht deutlich, daB fiir
bestimmte Raumpunkte Funktionswerte festgeschrieben
sind. Im folgenden werden ausschlieBlich Verfahren erortert,
die nur skalare, keine vektorwertigen Funktionswerte zu-
lassen. Sollen vektorwertige Daten analysiert werden, so
miissen die Methoden entweder komponentenweise an-
gewendet oder grundsiitzlich andere Techniken benutzt
werden.

Eine sehr rechenintensive Darstellungsmethode ist die
Strahlverfolgung. Vereinfacht dargestellt setzt dieses Ver-
fahren nur die Definition eines Augpunktes, einer Position
und Orientierung des Datenvolumens und eine durch Po-
sition des Datenvolumens und Augpunkt bestimmte
Strahlrichtung voraus. Fiir jeden Bildpunkt auf dem Sicht-
schirm wird nun ein Strahl ausgesandt, der in das Datenvol-
umen bis zu einer bestimmten Tiefe eindringen kann (je
nach Transparenz-Eigenschaften). Entlang dieses Strahles
werden in festgelegier Diskretisierung die getroffenen
skalaren Werte im Datenvolumen aufsummiert. Diese
Summe legt zugleich die Farbe der zugehorigen Bild-
schirmposition fest. Techniken der Strahlverfolgung zur
Visualisierung der hier gegebenen Volumendaten werden
zum Beispiel in den Arbeiten [KAJI84], [LEVOS88] und
[SABES8] behandelt.

Besonders im Bereich der medizinischen Diagnostik
haben sich solche Verfahren bereits zu einem groBen Teil
durchgesetzt, da sie im Gegensatz zu herkmmlichen
zweidimensionalen Schichtaufnahmen von Kérperteilen
die riiumliche Struktur eines Objekts unmittelbar erkennen
lassen. Wenn diese Methoden vom algorithmischen
Standpunkt auch einfach erscheinen, so erfordern sie doch
cinen schr hohen Rechenaufwand, so daB eine rasche
Darstellung der dreidimensionalen Daten kaum mdglich
ist. In [FOLE90] wird beschrieben, wie eine erhebliche
Beschleunigung solcher Verfahrenerfolgen kann. Die Idee
beruht hier darauf, eine feste Anzahl an Bildern fiir ver-
schiedene Orientierungen (verschiedene Augpunkte) unter
Benutzung von Strahlverfolgung zu berechnen und diese
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Abb. 1: Strahlverfolgung in Datenvolumina

Bilder anschlieBend zu interpolieren. Wenn ein einzelnes
Bild aus m » n Bildpunkten besteht, so werden fiir jeden
einzelnen Bildpunkt (i, /) Splines ermittelt, die die Farb-
werte fiir diesen Punkt in der berechneten Bildsequenz
interpolieren. Es ist daher erforderlich, m = n Splines zu
ermitteln.

Die Abbildungen 2 und 3 sind unter Anwendung der
Algorithmen vonLevoy [LEVO88] bzw. Sabella [SABES8]
erstellt worden. Die in Abbildung 2 dargestellte Daten-
menge basiert auf 68 « 64 = 64 Dichtewerten (Computer-
tomographie, Datenstruktur (2)), in Abbildung 3 sind Par-
tikeldichten im Raum simuliert worden.

Es sollen hier unkomplizierte Algorithmen beschrieben
werden, die aussagekriftige Ergebnisse in Echtzeit liefern.
Zuerst wird die Quadermethode beschrieben, die daraul
basiert, das gegebene Datenvolumen D (3) in Untervolu-
mina zu zerlegen und diese dann als eine Menge kleiner
Quader darzusiellen. Diese Technik kann noch dadurch
verbessert werden, daB all jene Untervolumina Transpa-
renzeigenschaften zugeschrieben werden, wodurch alle
Quader durchscheinend werden. Dieses wird in der trans-
parenten Quadermethode erliutert. Die Schnittmethode
beruhtdarauf, das Datenvolumen (3) mit Ebenen zu schnei-
den, so daB man Polygonflichen als Schnitte erhilt, die
dann gem#B den dort vorgefundenen skalaren Daten und
der zugeordneten Farblafel coloriert werden. Die Zerle-
gungstechnik stellt eine Funktion dreier Verdnderlicher als
eine Menge bivariater Funktionen dar, wobei jeweils eine
der drei Variablen festgehalten bleibt. Verfahren, die mehr
auf mathematischen und CAGD-Methoden beruhen, wer-
den unter Kontur- und CAGD-Methoden diskutiert. Dabei
wird zuniichst eine Datenreduktion angestrebt, cine erste



auf Dreiecken beruhende Approximation einer Kontur
bestimmt, diese Triangulierung dann verbessert und schlie3-
licheine normalenstetige Fliche als glatte Kontur- Approx-
imation berechnet. Die Berechnung von Konturen und Tri-
angulierungen im Raum wird zum Beispiel in [CHOI88]
und [LORE87] betrachtet. In [ZUCK81] wird eine Me-
thode zur Gradienten-Approximation angegeben. Dreieck-
spflaster werden unter anderem ausfiihrlich in [FARI86],
[FARI88], [HAGES89], [HAMAQ90], [HOSC89] und
[NIEL87] erbrtert.

2. Die Quadermethode

Diese Methode setzt als Eingabe Daten der Form (3)
voraus. Die Idee besteht hier darin, das gegebene Gesamt-
volumen (Quader) in kleinere Untervolumina einzuteilen,
zwischen denen jeweils ein gewisser Freiraum gelassen
wird, so daB man in das Gesamtvolumen "hineinschauen”
kann, Zuniichst miissen die Anzahl darzustellender Quader
und die GroBe des Freiraumes zwischen je zwei Quadern
bestimmt werden. Die Parameter g,, ¢, und g, sind die
Anzahl Quader in x-, y- und z-Richtung. Die GrBe des
Freiraumes zwischen den Quadern wird bestimmt durch
das Lingenverhélinis von Freiraum und Quader: Freiraum-
lange / Quaderlidnge. Dieses Verhiltnis ist fiir jede Koor-
dinate festzulegen. Die Symbole fiir diese Verhilinisse
sind &, &, und a,. Die absoluten AusmaBe der Quader sind
damit durch die Verhilmisse bestimmt. Die linke vordere
untere Eckeeines Quaders Q; 7, cistgegeben durchdas Tripel
(x;, x;, x,l_)r:

X=X, + 0 (140 )Ax, Ax= ﬁ, i=0..(g,-1),

Y= Ymin + 1 (1+0)AY, Ay= %, j=0..(qy1), (6)

2= 2, + k(1+Q)Az, Az= f;"‘:ﬁ , k=0..(gq,-1).

Die Werte Ax, Ayund Az geben also die AusmaBe der Quader
an. Die betrachtete Funktion wird nun an den acht Eck-
punkten aller Quader ausgeweriet; minimaler und maxi-
maler auftretender Funktionswert werden zugleich ge-
speichert. Jede der sichtbaren Seitenfliichen eines Quaders
wird Gouraud-schattiert, d.h. es werden die Farben fiir die
vier Eckpunkte einer Seitenfléiche ermittelt, anschlieBend
werden sie bilinear interpoliert. Hierbei wird eine lineare
Abbildung zwischen auftretenden Funktionswerten und
verwendeten Farben vorgenommen, somit der minimale
Funktionswert auf die Farbe mit minimalem Index, der
maximale Funktionswert auf die Farbe mit maximalem
Index abgebildet. Die Darstellung und Rotation der ins-
_gesamt ¢,4.g, Quader ist in Echtzeit moglich. Die ridumli-
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Abb. 2: Strahlverfolgung nach Levoy

che Gitterstruktur dieser Visualisierungstechnik kann
dadurch noch verbessert werden, daB Linien zwischen den
Schwerpunkten benachbarter Quader gezogen werden (in
x-, y- und z- Richtung).

Die hier beschriebene Methode kann auch auf Volumina
angewendet werden, die durch eine Abbildung der Form

xy.29)7 = (x(u,v,w), yu,v,w), z(uvw)7,

ue [um,um]. ve [vmin'vmx]' we [wmin’wmax

L, O

entstanden sind. Die Quadersind hier Quaderim uvw-Raum,
die nicht unbedingt auf Quader im xyz-Raum abgebildet
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Abb. 4: Quadermethode mit
g,=¢9,=¢q=5undag =q=a-=1

werden miissen. Auf diese Weise lassen sich z.B. Funk-
tionen reprisentieren, die auf einem Kugelvolumen defi-
niert sind.

Inden Abbildungen 4 und 5 wird das Verfahren mit ver-
schiedenen Auflésungsparametern gezeigt. Die hierbei ver-
wendete Funktion dreier Veridnderlicher lautet

(5, 3, ) = 15 e 0P +0107+ 100
» ?
+ e Tooam 197 +0- 2022202 e-ﬁ(cx-mh(,.mh(;.mz})

Hierbei ist x,y,z € [0,39]. Abbildung 6 stellt die Funktion
flxy,z) = cos (2= Yx2+y2+22 ) auf cinem Teil eines (Ein-
heits-) Kugelvolumens dar. Die Zerlegung fiihrt somit
nicht auf Quader. Das Volumen s¢lbst ist bestimmt durch
dic Abbildung

(x.y,2)T = (u cos v, u sin v cos w, u sin v sin w).

Hierbei gilt u € [0, 1], ve [0, 7] und w € [0, 3 ).

3. Die transparente Quadermethode

Die jetzt beschriebene Technik macht Gebrauch vom soge-
nannten Alpha-Blending, einem Verfahren das von einigen
Graphik-Rechnern von Hardwarescite unterstiitzt wird und
durchscheinende Polygonflichen zuliBt. Im folgenden wird
der Begriff Polygon auch benutzt werden, wenn die durch
das (ebene) Polygon begrenzte Fliche gemeint ist. Die
darzustellenden Polygone (eben, geschlossen) miissen dazu
gemiB Abstand zur Bildebene von hinten nach vorne in
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Abb. 5: Quadermethode mit
9.=9,=¢=8unda,=q=0=2

Abb. 6: Zerlegung eines Kugelvolumens

sortierter Reihenfolge vorliegen. Ein Parameter legt den
Grad der Transparenz aller Polygone fest. Ist ¢, die alte
Farbe fiir Bildschirmpunkte (i, j), € poly die Farbe des eben
darzustellenden Polygons an Position (7, ) und ¢ der global
verwendete Transparenz-Parameter, so erhilt man die ncue
Farbe an (f, j) durch lineare Interpolation:
Cpou = (l—f)f:pofy +1c<y, wobei t € [0,1] gilt.
Gilt t = 0, so wird damit Transparenz unterdriickt.



Abb. 7: Transparente Quadermethode
mltu'=ny.—.nt=9und:=0.5
Die Idce des Freiraumes nach Verfahren 1 kann wegen der
Transparenz der Polygone aufgegeben werden. Sind n,, ny
und n, die spezifizierten Auflésungsparameter, so wird das
Datenvolumen nach (3) in n_ (n, - 1)(n, - 1) Rechtecke

parallel zur yz-Ebene, (n, - 1) n, (n, - 1) Rechtecke parallel
zur xz-Eben und (n - 1)(n, - 1)n, Rechtecke parallel zur xy-
Ebene eingeteilt. Somit sind ungefihr 3. n.n_n, Rechtecke
darzustellen. Der Sorticraufwand fiir diese Anzahl Recht-
ecke ist bei feiner Auflésung erheblich. Daher ist Echt-
zeitverarbeitung nur fiir variierende Transparenz ¢ bei kon-
stanter Orienticrung des Datenvolumens (3) mglich. Eine
Veriinderung der Oricntierung zieht eine Neusorticrung
der Polygone nach sich, so daB interaktives Arbeiten nicht
mehr gewéhrleistet ist.

Inden Abbildungen 7 und 8 wird eine Gas-Konzentration
mit veschiedenen Transparenzeigenschaften gezeigt. Zur
Art der Daten sei hier auf [LONG89] verwicsen.

4. Die Schnittmethode

Bei der Schnittmethode wird das Datenvolumen der Form
(3) mit Ebenen geschnitten und die Daten auf den sich
ergebenden Schnittpolygonflichen farblich dargestellt. Der
Einfachheit halber werden hier Ebenen parallel zur xy-,
xz- und yz-Ebene benutzt. Somit ergeben sich als Schnitte
Rechtecke, auf dencn die trivariate Funktion in festgelegter
Diskretisicrung ausgewertet wird. Alle damitentstehenden
Rechtecke werden nun Gouraud-schattiert ausgegcben.
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Abb. 8: Transparente Quadermethode

mit n‘=n’=n‘=9 und ¢ = 0.95
Werdcen als Auflssungsparameter 2, n, und n, fesigelegt,
so erhilt man eine Darstellung der Funktion f(x,y,z) als
Restriktion von f auf drei Rechtecke, also f(x;y.z),
Y€ DpinYmaxds 2€ ZpminZmaz)s | = 0..(n,-1), flx,y;2),
XE [X i Xpman)s 2€ [ZppiniZmax)s § = 0---(“y'1)= und f(x,y,z,),
x€ [, % 0]y YE [V minYimax)» k = 0...(n,-1). Die Untertei-
lung der drei Delinitionsintervalle von f geschieht dazu
wieder dquidistant. Hierbei kénnen interaktiv entweder
einer der drei Indizcs i, j oder k oder aber Orienticrung der
gezeigten Rechtecke modifiziert werden. Es ist natiirlich
méglich, eine Funktion erheblich feiner als in den Abbil-
dungen 9 und 10 aufzulgsen, wenn dadurch ein besseres
Verstindnis gegeben ist.

In den Abbildungen 9 und 10 wird noch einmal dieselbe
Gas-Konzentration wie inden Abbildungen 7und 8 gezeigt.
Eine Anderung der Farbskalen kann dazu beitragen, daB
bestimmte Eigenschafien der Daten besser erkannt werden
konnen.

5. Die Zerlegungstechnik

Soll eine Funktion zweier Veridnderlicher veranschaulicht
werden, so werden die Funktionswerte gewdhnlich iiber
der xy-Ebene und dort iiber dem jeweiligen Definitions-
gebiet aufgetragen. Die gleiche Technik wird hier ver-
wendet, indem ganze Mengen jeweils bivariater Funk-
tionen der Formen f(y, z) = fix; y. 2), i = 0..(n, - 1),
fix.2)=fx y; 2),j = 0...(n, - 1), und fi(x, y) = fx, y, 2),
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';':’ - - 5]

Abb. 10: Schnittmethode mit n_= 80, n = 130, n_= 20,
einfarbige Farbskala

k = 0...(n, - 1) betrachtet werden. Sind die drei festzuhal-
tenden Variablen x;, y; und z, bestimmt, so werden die drei
korrespondierenden bivariaten Funktionen f(y,z), Ji:,{x.z)
und f,(x,y) als Flichen iiber drei geeignete Seitenflichen
des Datenvolumens nach (3) dargestellt. Geeignet heiBt
hier, daB je eine Seitenfliiche parallel zur xy-, xz- und yz-
Ebene benutzt wird. Diese die Funktion repriisentierenden
Flichen bestehen dabei aus Dreiecken, die die exakte
Fliche linear approximieren und bei der Auswertung der
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Abb. 11: Zerlegungstechnik

Funktion auf einem rechtwinkeligen Gitter entstehen.
Schattierungen sind damit ebenfalls méglich. Da die ent-
stehenden Graphen auferhalb des Definitionsvolumens
verlaufen sollen, ist darauf zu achten, daB alle auftretenden
Funktionswerte linear auf ein nicht-negatives Intervall
transformiert werden. Dieses garantiert, daB die Graphen
ausschlicBlich nach auBen, iiber dem Datenvolumen auf-
getragen werden ktnnen. Gleichzeitig wird in einem wei-
teren Quader die relative Lage der drei Ebenen x = x,,
y=y; und z = z;, zueinander angezeigt.

In Abbildung 11 wird die trivariate Funktion aus Kapitel
2 unter Anwendung der Zerlegungstechnik dargestellt.

6. Kontur- und CAGD-Methoden

Eine iibliche CAGD-Vorgehensweise zum Verstindnis
diskreter Datenmengen im Raum besteht darin, eine an den
Datenpunkien interpolierende Funktion zu berechnen und
diese anschlieBend auf einem regelmiBigen Gitter auszuw-
erten und danach Konturen dieser Funktion als Flidchen
darzustellen. Es bietet sich aber noch eine andere Technik
an: Man kann zu den Daten der Form (1) oder (2) zunéchst
eine stiickweise lineare Approximation einer Kontur
ftx,y,2) = const in Form einer Menge von Dreiecken be-
rechnen und diese dazu verwenden, eine glatle Fliche zu
konstruieren, die die berechneten Eckpunkte all dieser
Dreiecke interpoliert. Dieses Vorgehen scheint sich vor
allem im medizinischen Bereich zur Visualisierung von
CT- und MRI-Daten durchzusectzen. Dicses Verfahren 1Bt
sich im wesentlichen in folgende Schritte einteilen,



6.1 Datenglittung

Beriicksichtigt man die Tatsache, daB dic gegebenen Daten
mit MeBfehlern behafiet sind, so sollte als erster Schritt
eine Datenglittung erfolgen. Ist iiber die Art der Daten-
gewinnung und damit der MeBfehler nichts bekannt so
bicten sich zwei Methoden an. Sind die Daten in Form (2)
gegeben, so lassen sich je 27 Funktionswertc f; ; , an den
Datenpunkten (X1, ¥, s, 700 L1, Ke [—1,6, 1}, als
Bézierordinaten b,  , eines Polynomes der Form

fEFD=3 33 b OB O (8)

deuten, wobei BX(x), BXy) und BAz) Bemstcinpolynome
vom Grad 2 sindund %, 7, Z € [0, 1] gilt (lokale Parameter).
‘Wertet man die Summe nun fiir (0.5, 0.5, 0.5) aus, so erhiilt
man den Funktionswert, durch den f; .k ersetzt wird. Die
variationsreduzierende Eigenschaft der Bernsteinpolynome
erklirt die glittende Wirkung dieser Technik.

Sind dic Daten in Form (1) gegeben und ist zusétzlich
eine Triangulicrung im Raum gegeben (in Form einer Men-
ge von Tetraedern), so 146t sich fiir jeden Datenpunkt x;
einc lokal approximierende Funktion f zu der Menge der
Daten

{(xivfi)} o

[(xj, J}) | ij ist eine Kante in der Triangulierung )
in der Form
fx.y.2)= Y, CrexTy%! 9)

sa 020
res+i52

unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate
angeben. Auswertung von f an x; ergibt den modifizierten
Wert fiir den alten Funktionswert f;.

6.2 Datenreduktion

Fiir dicsen Schritt wird davon ausgegangen, da dic gege-
bene Punktmenge im Raum trianguliert vorlicgt (Tetra-
eder). Daten der Form (1) werden derart triangulicrt, dal
man eine Delaunay-Triangulierung erhiilt, jeder einzelne
Wiirfel impliziert in der Datenform (2) mit den Eckpunkten
&ip Yirr 2,07, 1,J,K € {0, 1}, kann in sechs Tetraeder
unterteilt werden, um ebenso eine Delaunay-Triangulicrung
des gesamten Datenvolumens zu erhalten. In [LEMES9]
wird ein Algorithmus angegeben, der fiir bivariatc Daten
der Form {(x;,f}) | x€R% f€R, i = 1...n} (mit bekannter
Delaunay-Triangulierung) iterativ Datenpunkte x;entfernt,
wenn deren EinfluB auf eine approximierende Funktion f
vernachliissigbar klein ist. Der EinfluB eines Punktes x;
wird dabei wie folgt gemessen: Ist X; die Menge aller
Punkte, dic mit x; cine Kante in der gegebenen Triangu-
lierung bilden, so bestimmen die Punkte in X; ein (nicht
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unbedingt konvexes) geschlossenes Polygon P, sodal der
Punktx;im Inneren dieses Polygons liegt. Uber dem Gebiet
begrenzt durch das Polygon P; werden nun zwei Splines
konstruiert. Der eine beriicksichtigt (x;, f;) und alle Daten
verbunden mit dem Randpolygon P;, der andere beriick-
sichtigt nur P; und dic Funktionswerte dort. Unterscheiden
sich die beiden resultierenden Splincs um weniger als eine
vorgegebene Toleranz €, so wird (x;, f;) von den Daten
entfernt. Dieses Verfahren 148t sich leicht auf den trivari-
aten Fall iibertragen. Hierbei ist P; ein (nicht unbedingt
konvexes) Polyeder im Raum und die beiden zu vergleich-
enden Splines werden iiber dem Gebiet im Raum verglichen,
das durch das Polyeder P; begrenzt ist. Eine ausfiihrliche
Darstellung dieses Verfahrens fiir den bivariaten Fall fin-
det man in [LEMES9].

6.3 Bestimmung einer Kontur-Approximation

Liegt das gesamte Datenvolumen in Form einer Menge von
Tetraedem vor, so wird cinc Kontur fx,y,z) = consi=c wie
folgt approximiert. Sind f, und f, die Funktionswerte an
den Endpunkien einer Tetraederkante XX, und liegt ¢ zwi-
schenf, und fy, d.h. c = (1-0) £, + tf, , t€ (0,1), so wird der
Punkt(1-f)x, + rx; als Approximation eines Punktes auf der
Kontur betrachtet. Auf diese Weise schneidet eine Kontur
einen Tetraeder entweder in drei oder vier Punkten lings
der Kanten, Im ersten Fall bestimmen die drei Punkte ein
Dreicck, im zweiten Fall muB das (cbene) Polygon mit vier
Eckpunkten in zwei Dreiecke unterteilt werden., Die so
gewonnenen Dreiecke werden nun als Approximation der
Kontur(-Fliche) fix,y.z) = ¢ betrachtet. Fiir den Fall, daB§
cine Kontur genau durch e¢incn oder mehrere Eckpunkte
dieser Tetracder verliuft, ist eine Sonderbehandlung er-
forderlich. Dicses Problem 146t sich beheben, indem man
nicht erlaubt, eine Kontur zu bestimmen, die mit einem
Funktionswert an cinem Datenpunkt iibereinstimmt.

Sind die Daten in Form (2) gegeben und hat man sich
dafiir entschieden, dicse Struktur beizubehalten (keine
Datenreduktion), so gewinnt man eine Approximation der
Kontur z.B. nach [LORE87]. Durch die zugrundeliegende
Gitterstruktur der Datenpunkte ergeben sich 28 Moglich-
keiten wie eine Kontur einen Datenwiirfel mir den Eck-
punkten (x;, . ¥, » 2,007 1,J,K € { 0,1} schneiden kann.
Diese 256 Falle crkliren sich damit, daB acht Eckpunkte
vorlicgen und an jedem ein Funktionswert vorliegen kann,
der entweder kleiner oder groBer als die gesuchte Kontur
flx, y, 2) = ¢ ist. Zunéichst werden approximativ Kontur-
punkte auf den Wiirfelkanten durch lineare Interpolation
der Funktionswerte lings der Kanten berechnet. An-
schlieBend werden diese Punkte dazu benutzt, geschlossene
Konturpolygone zu konstruicren, deren Kanten auf den
Seitenflichen eines Wiirfels verlaufen. Dicse Polygone
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J-\bb. 13: Konturdreiecke in einem Datenwiirfel

miissen nun geeignet trianguliert werden, um eine stiick-
weise ebene Approximation der Kontur innerhalb eines
Wiirfels zu gewinnen. In jedem Fall erhélt man eine Menge
von Polyedern (Kontur kann in mehrere nicht-zusammen-
hiingende Teile zerfallen), die nur aus Dreiecken bestehen.
Ein Algorithmus zur Verbesserung einer solchen Trian-
gulicrung im Raum findet sich z.B. in [CHOI88]. Als
QualititsmaB der Triangulierung werden dort die Winkel
zwischen Normalen benachbarter Dreiecke verwendet.
Diese Winkel sollen dabei méglichst klein sein. Sind von
vornherein Daten in sehr hoher Auflésung gegeben, so
reicht es meistens aus, die jetzt vorliegenden Dreiecke
direkt schattiert auf dem Bildschirm auszugeben. In Ab-
bildung 12 werden die zwei moglichen Fille illustriert, wie
eine Kontur innerhalb eines Tetracders verliuft, in Abbil-
dung 13 werden zwei Beispiele gegeben, wie eine Kontur
Datenwiirfel schneiden kann und die resultierenden Kon-
turpolygone innerhalb der Datenwiirfel trianguliert werden
konnen.
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6.4 Gewinnung topologischer Informationen

Im folgenden soll beschrieben werden, wie effektiv die
Nachbardreiecke eines Dreiecks berechnet werden und die
Komponente der gesamten Kontur bestimmt werden kann,
zu der ein bestimmtes Dreieck gehdrt. Es wird hier davon
ausgegangen, daB in einer Liste jeder einzelne Kontur-
punkt in Form seiner x-, y- und z-Koordinaten gespeichert
ist (geometrische Information), in einer zweiten Liste je
Konturdreieck die drei Indizes jener drei Konturpunkte, die
ein Dreieck bilden (Indizes beziiglich der ersten Liste).
Zwei Dreiecke gelten als Nachbarn, wenn sie genau zwei
Punkte gemeinsam haben. Effektiv werden die maximal
drei Nachbardreiecke eines Dreiecks bestimmt, indem die
Eckpunkte-Indizes je zweier Dreiecke in der zweiten Liste
verglichen werden.

Daeine Kontur f{x,y,z,) = const in mehrere nicht-zusam-
menhingende Komponenten zerfallen kann, muB fiir jedes
Konturdreieck bestimmt werden, zu welcher Komponente



es gehort. Dies ist notwendig, wenn die einzelnen Kom-
ponenten in den folgenden Modellierschritten getrennt
behandelt werdensollen. Die Zugehtrigkeitzweier Dreiecke
zu derselben Komponente ist wie folgt definiert. Zwei
Dreiecke D; und D; gehtren derselben Komponenete an,
wenn Dreiecke Dy, , Dy, ..., Dy existieren, so daB die
Dreiecke D;und Dy, ,Dy,undDy,,...,D;_,undD; undDy,
und D ) paarweise Nachbardreiecke sind. Effektiv wird die
Komponente, zu der ein Dreieck gehtrt, iterativ bestimmt.
Das erste Dreieck D, in der Liste aller Dreiecke wird der
ersten Komponente zugewiesen, iterativ wird nun fiir jedes
weitere Dreieck D, festgestellt, ob eines seiner Nachbar-
dreiecke bereits zu einer bestimmten Komponente gehort,
wenn keines der Nachbardreiecke einer Komponente zuge-
wiesenist,so wird fiir D, eine neue Komponente eingefiihrt,
wenn wenigstens ein Nachbardreieck bereits einer Kompo-
nente zugewiesen ist, so wird unter all den Komponenten,
denen die Nachbardreiecke von D; angehéren, eine aus-
gewihlt, der D, zugewiesen wird (existieren jetzt unter den
Nachbardreiecken von D; Dreiecke, die einer anderen
Komponente als der von D; zugewicsen sind, so muf
sichergestellt werden, daB alle Dreiecke, die einer dieser
anderen Komponenten angehdren, derselben Komponente
wie D; zugewiesen werden).

6.5 Berechnung einer glatten Fliche

Die berechneten Konturdreiecke ktnnen jetzt dazu benutzt
werden, eine normalstetige Flidche zu konstruieren, die
durch die drei Eckpunkte jedes Dreiecks geht und auBer-
dem vorgeschricbene Normalen an diesen Eckpunkten
besitzt. Diese Normalen kénnen z.B. durch geeignete Dif-
ferenzen-Schemata als Gradienten der zugrundeliegenden
trivariaten Funktionen abgeschitzt werden. Manche der
Verfahren, dic cine solche glatte Fliiche ermitteln, erfordern
zusitzlich topologische Information, wie z.B. die Kenntnis
der Nachbardreiecke eines Dreiecks. Als Verfahren zur
Bestimmung einer glatten Fliche werden z.B. [HAMARS9]
und [NIEL87] vorgeschlagen. Dort wird jede einzelne
Dreiecksfldche als eine Konvexkombination der Form

3

X (uy, Uy, Uz) = ; W (i, g, u3) X; (uy, up, u3)  (10)
dargestellt. Hierbei ist (uy, u,, uy) das Tripel baryzen-
trischer Koordinaten eines Punkltes in einem Dreieck im
Raum (ein Dreieck ist selbst das Parametergebiet fiir die
zugehorige Dreiecksfliiche), w;,i=1, 2, 3, sind Gewichts-
funktionen mit den Eigenschaften w; = QO und Zw; = 1, Die
drei Flichenanteile x; interpolieren je zu allen drei Rand-
kurven und je zu den Normalen lings einer der drei
Randkurven der endgiiltigen Dreiecksfliche. Die so erhal-
tene normalstetige Fliche wird wiederum durch Dreiecke
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Abb. 14: Konturmethode fiir CT-Daten

approximiert, die dann auf dem Bildschirm Gouraud-
schattiert ausgegeben werden. Es muB hier jedoch ange-
merkt werden, daB dieses sehr rechenintensive Verfahren
nicht immer angebracht ist, da hiufig schon die erste
lineare Approximation einer Kontur (nach Schritt 6.3)
ausreichend hohe Auflsung besitzt. In Abbildung 14 wird
die Oberfliche eines menschlichen Schidels als Kontur
einer trivariaten Funktion dargestellt, die als eine diskrete
Datenmenge von 68+64+64 Dichtewerten einer Computer-
tomographie in Form (2) gegeben ist. Die Daten sind
zundchst nach 6.1 geglittet worden, Datenreduktion ist
nicht erfolgt. Das Bild ist das Ergebnis nach Schritt 6.3 zur
Approximation einer Kontur. Die lineare Approximation
besteht aus etwa 30.000 Konturpunkten und 60.000 Kon-
turdreiecken (Gouraud-schattiert), die nach einem Ver-
fahren basierend auf [LORES87] bestimmt worden sind.

7. SchluBbemerkung

Alle in dieser Ver6ffentlichung besprochenen Verfahren
sind vom Autor auf einem Silicon Graphics Rechner vom
Typ4D/220 GTX implementiert worden. Diese Forschung
wurde durch den Vertrag zwischen dem U.S. Depariment
of Energy und der Arizona State University unter Nummer
DE-FG02-87ER25041 und durch Forschungsmittel der
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NATO unter Nummer RG 0097/88 erméglicht. Herzlicher
Dank gilt allen Mitgliedern der Computer Aided Geomet-
ric Design - Forschungsgruppe im Computer Science De-
partmentder Arizona State University, hier speziell Prof.Dr.

Gregory M.

Nielson. Besonderer Dank gilt auch Herm

Wayne Woodland, der die Photographien der gezeigten
Abbildungen angefertigt hat.
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