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摘要    结构热-力耦合振动支配方程是对结构进行动力学分析与控制设计的基础. 本文基于三维热弹性动力

学, 研究了力热双向耦合条件下平板结构的力热耦合动力学问题. 将代数 Vieta 定理与经典算子谱分解方法相结

合, 发展了算子谱分解方法在结构振动力学建模中的应用. 选取适当的规范条件, 在时域内首次分别构建了受

热平板弯曲振动和拉压振动的精确化方程的具体形式. 给出了力热双向耦合下平板结构中振动模式的频散关系

曲线, 并对平板振动的空间和时间演化规律以及结构振动的动态稳定性做了分析和讨论. 本文结果是在没有采

用经典假设下得到的, 因此得到控制方程是较精确的. 本文得到的平板力热耦合振动精化方程可用于求解高温

下应力场和温度场都是动态变化的耦合问题, 研究高温环境下热-力动态耦合机理、耦合模式以及动态响应. 

关键词   受热平板振动精确化理论, 热-力双向耦合, 算子谱分解与复变函数方法, 典型低维结构, 平板弯曲与

拉压振动 

PACS: 46.40.-f, 46.70.De, 44.10.+I, 02.30.Em, 02.30.Tb, 46.15.Ff, 11.15.-q, 46.25.Hf 
 

 
 
现代近空间飞行器技术中有许多关键科学问题

需要研究, 其中超高温环境下材料结构中的热-力耦

合问题就是人们关心的问题之一, 包括力热耦合机

理、模式以及动响应分析计算等[1–4]. 众所周知, 在常

温或部件工作温度比较低的情况下, 在力热耦合问

题的分析计算中, 常采用单向耦合计算的方法, 即只

考虑温度对弹性应力-应变场的影响[5,6]. 这种力热单

向耦合的处理方法, 在求解平均温度不是很高的静

态力学问题时是可以满足工程精度要求的. 

近空间飞行器外部受到很强的气动热作用, 同

时发动机内部构件还受到更为复杂的高温流体的作

用. 此时不仅需要考虑力热多物理场的耦合作用, 而

且应该采用动态力学的观点研究空天材料的耦合动

力学行为和结构振动稳定性 [7,8]. 在极端环境下, 例

如超高温度、超急速加热或结构振动的减缩频率比较

高时, 单向耦合分析计算结果可能失实. 在对超高温
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环境下结构部件的分析设计中, 必须采用力热双向

耦合的观点, 研究力热过程的相互影响, 才能更好地

了解和掌握材料结构的力热耦合动力学行为, 例如

结构内力热耦合的频谱特性、力热耦合机理、耦合响

应模式等等[9,10].  

在对高温热防护材料结构的分析与计算中, 力

热耦合下结构振动方程是结构动态力学分析的基础. 

但是, 直到目前, 对于典型工程结构, 例如平板, 还

没有建立热-力双向耦合作用下平板结构振动的精确

化方程[11–13]. 本文将基于三维热弹性动力学, 采用算

子谱分解方法和规范场理论, 研究受热平板内力热

耦合动力学问题. 在时域内构建受热平板热-力耦合

动力学的精确化方程, 研究力热耦合机理、耦合响应

模式以及结构动态稳定性等. 

1  平板热弹性振动的精确化方程 

根据三维热弹性动力学理论, 无体力时 Navier- 

Cauchy 热弹性方程和热传导方程可写为[14] 
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其中 , u 和  分别表示位移矢量和温度升高值 , 

1 2 31 2 3 ,u u u u = e e e 0T   且 0/ 1.0,T   T0 是无

应力条件下材料的平均绝对温度; M 和M 为材料的

Lame 常数; 为材料的密度; K 和 cV 分别为材料的导

热系数和定容比热;  3 2M M M T     ; T 是材料

的热膨胀系数; 0 1 2 3x y z
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Hamilton 算子 , 相应的 Laplace 算子为
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 t 为时间, 假设在温度变

化范围很小的情况下材料的物理参数不变.  

方程(1)的热弹性动力学一般解可描述为[14] 
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3

1

j

j
G = G 是拟 Somigliana 矢量

势函数, 满足如下偏微分方程 

 2 2 2 2 2
01 02 03 3 0 02 0,T     G G  (3) 

而标量势函数 满足如下方程 

 2 2 2
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式中, 
2

2 2 2 2
0 0 0 2 2

1
j j

j

T
c t


     


 (j=1,2)为波动微分算

子 ; c1, c2 分 别 为 弹 性 波 纵 波 和 横 波 速 度 , 

2
1

2
,M Mc

 



 2
2 ;Mc




  2 2
03 0 3T   是扩散微分算

子; 3
1 ;T
a t





 

V

K
a

c
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常数[5,16], 
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将平板振动方程(3)和(4)改写为如下形式[15,16] 

    2 2
0 0, 1, 2,3; 1, 2,3 ,j

j iD G i j      (5a) 

    2 2
0 0, 1,3 ,j

jD j     (5b) 

其中 Dj(j=1,2,3)是拟时间微分算子, 2 2
2 2 ,D T  算子

Dj(j=1,3)满足如下算子代数方程 

  4 2 2 2
1 3 1 31 0.D T T D T T        (6) 

根据代数 Vieta 定理, 可有关系式 

  2 2 2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 31 , .D D T T D D T T      (7) 

平板热弹性振动时存在着弯曲和拉伸两种力学

状态. 平板拉伸和弯曲分别属于对称运动和反对称

运动情况. 弯曲时位移 ux, uy是坐标 z的奇函数, 而位

移 uz 是 z 的偶函数. 此时, 温度是 z 的奇函数. 拉伸

时位移 ux, uy 是 z 的偶函数, 而位移 uz 是 z 的奇函   

数[12,16]. 此时, 温度是 z 的偶函数.  

根据 Taylor 级数展开式, 平板内任意一点的位

移和温度可描述为 

 
     

   

, , , exp , ,0, ,  1, 2,3 ,

, , , exp , ,0, , 

    
    

k ku x y z t z u x y t k
z

x y z t z x y t
z

 (8) 

由式(2)和(8)可知, 力热耦合振动时结构内任意一点

的矢量势函数 G 和标量势函数分别为 
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其中 ,  2 2 , 1,2,3j jD j   是复变微分算子 . 

根据算子谱及其分解理论可有如下表达式[11] 
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在公式推演中总共出现了 11 个未知函数, 需要

对函数给出 7 个适当的限制条件, 以消除未知函数的

不唯一性[16]. 即消除非物理维数自由度, 同时还会使

问题的分析求解适当地简化一些. 针对平板结构的

热弹性振动问题, 本文选取了以下规范条件 
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式中, j
kg (j=1,2,3; k=1,2)是一些复变函数. 

引进规范条件式(10), 将式(9)代入到式(2), 可得

平板结构内振动位移和温度的表达式[14] 
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由式(11)可得平板中面位移、法线转角、横向正

应变、中面温度以及法向温度梯度的表达式 
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 

 










 



     

     











 

(12b)

 

     
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1
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z

k

j
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u

z
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x



 

 






 


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      


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    
3

1

1, 2
2 Im , 1,2 ,jM

j
jM k

k
x




  


 

   (12c) 

 
    

    

 

0

2 2 21
2 3 3 2 2 3

3
2 3 1

3 3 3
1

3
2 1

1, 2
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        2 Re ,

z

z

j
j j

j

jM
j

jM

u
E

z

D T T T g

D T T g

 

 










 






      

     













 

(12d)

 

   

   

3
2 2 1

3 2 30
1

3
2 2 1

1
1, 2

2 Im

        2 Re ,

m jM
j jz

jM

j
j

j

T D T g

D T


  








 

     

 






 

(12e)

 

   

   

3
2 2 2 1

3 2 3
10

3
2 2 1

1
1, 2

2
Re

      2 Im .

 






 

      

 





g jM
j j

jz M

j
j j

j

T D T g
z

D T



 (12f)

 

对中面转角和位移函数作如下形式分解[15,17]: 

       1 1 11
1 2, ,F f f

x y
F
y x

  


 
   
 

 (13a) 

       2 2 2 2
1 2 .,F f

x y
U U F f

y x
 


 

   
 

 (13b) 

将式(13)代入到式(12)中可得到如下表达式: 

    
 

    
 

    
 

    
 

 
  

  

 
  

  

121
1 2 2 2 2

2 1 2 3 2

221
1 2 2 2 2

1 2 3 2

121
2 2 2 2 2

2 1 2 3 2

221
2 2 2 2 2

1 2 3 2

12 2
211

3 2 2 2 2 2
1 1 3 1 2

12 2
231

3 2 2 2 2 2
3 1 3 3 2

1 1Im ,
2

1 1Re ,
2

1 1Im ,
2

1 1Re ,
2

1Re ,
2

1Re ,
2

R

g f
yD T D T

g f
yD T D T

g f
xD T D T

g f
xD T D T

W F
g

D D D T

W F
g

D D D T




 




 


 

 


 

 




 


 

 













 
  

  

1

21
3 2 2 2 2

1 2 3 2

1e ,
2

W F
g

D T D T




   

 

   
   

 
  

  
    

   

  

 
  

  

11
2 2

1 1 3

31
2 2

3 1 3

2

11
3 2 2 2 2 2

1 1 1 2 3 1

21
3 2 2 2 2

2 1 2 3 2

22 2
1

2 2 2 2
2 1 2 3 2

22 2
231

3 2 2 2 2 2
3 1 3 1 3 2

1

1 1Im ,
2

1 1Im ,
2

1Im ,
2

1 1Im
2

1              ,
2

1Im ,
2

Re

g

g

mM

M

D D

D D

E F
g

D D T D T

g
D T D T

E T F

D T D T

T E F
g

D D T D T

 

 










 








 


 

    
 


 

 













 
    
  

 

 
    
  

 

2 22 2
3 31

2 2 2 2
3 1 3 1 1

3
2 2 2

1 1 3

2 22 2
3 331

2 2 2 2
3 1 3 3 1

3
2 2 2
3 1 3

1
2

1 ,
2

1Re
2

1 .
2

M

M

m

M

M

m

D T E F

T D D D T

T

D D D

D T E F

T D D D T

T

D D D













 
 

 




 


 




 

(14)

 

根据 Hooke 定律, 可得应力分量的表达式 

 

  

 

  

 



3

3
2 2

3 3
1

1
3

2
2 3 3

2 21
2 2 3

2
2 3

3 2 2

, 1,2

2 2Re 1

        exp i

        Re 1

        exp i

        Im [(1 )( )

        ]

kz
k M

k

M j j
j k

j
j

k

uu
k

x z

D T T
x

z g

D T T

T z g
x

D T

T T

 

  

 







 
     

            


 


     


 
 

  



 





   

 

2 21
2

3
1

1, 2

exp i 2

        Im exp i ,

M
k

M

j
j j

j k

z g

z
x





 



          




 

 

(15)
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  

   

   



    

3
2

3 3
1

2 2 1
3

3
2 2

3 2
1

1 2 2
3 2 3 3 2 2

21 2 2
2 3 1

2
1 2

2
Im 1

     2 exp i

Im exp i

    Im [(1 )( ) ]

       exp i Re 2

M
z M M z T

M
j

j

j
j j j

j j j
j

j

M

M

E

D T T

D z g

T D T z

g D T T T

z g T

      



 





 

 










  


          


   


   
    

   





 

 





  1     exp i .j
jz 

  


 

(16)

 

在应力限制方面, 设板的上下表面
2
h

z
   
 

承

受的切向载荷都为零, 而法向载荷分别为 q 和 0. 将

边界条件引入到式(15)和(16)中可得 

 

    

    

   

2 2 21
2 3 3 2 2 3

3
21 2

2 3 3 3
1

2 1 1
3 3

1 cos Re
2

sin Im 2 1
2

cos Re sin Im 2
2 2

j
j

j j M
j j j

M

h
D T T T g

x

h
g D T T

h h
g g

 

 






           
            

             





 

   

 

    
3

1 1

1, 2
cos Im sin Re

2 2
j j

j j j
j

h h 
 

                  
     

    1 2
2 2 2

1 cos sin ,
2 2 2

h h
f f

y

               
    (17a) 
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y
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 


           
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



 
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M
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

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     

    1 2
2 2 2

1 cos sin ,
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h h
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x

                
    (17b) 
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1
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2
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j

j j
j j

j
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j

j
j

D T T D
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g g

h
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h
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h
T
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 





      
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         
             
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







 

 



     

   

     

21 21
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3
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1
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1

Re cos Im
2

  2 cos Re
2
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4
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j
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j
j

M

h
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h
T

z q q


 


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

 
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







 

  

式中, h 是平板结构的厚度. 
等式(17a)和(17b)可以看成是一个解析函数的实

部和虚部所满足的 Cauchy-Riemann 条件[17], 可有 
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3
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3
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 1 cos Re
2
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2
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2 2

R
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j
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j j j
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h
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h
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 












 

          
        

             
              









  

  

  

 1e 0,j
 


 

(19)

 

    1 2
2 2 2cos sin 0.

2 2
h h

f f
       
   
    (20) 

将受热平板振动分解为相对于中面的对称和反

对称运动, 其中反对称运动表示板的弯曲, 对称运动

则描述板的拉伸, 分别由方程(21)和(22)描述 
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 

3
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2
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2
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2
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j
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h
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h

 

 








 

         

          
       





 



 

 

(21a)

 

(18)
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  1
2cos 0,

2
h

f
   
 
  (21b) 
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
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



 
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       





 



 

 

(22a)

 

  2
2 2sin 0.

2
h

f
   
 

   (22b) 

由式(18)可以得到分别对应于平板结构的弯曲

振动和拉伸振动的方程如下: 
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2
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j
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       
   
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




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(23a)
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


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 

           
       
   

   









 



  

 (23b)

 

热边界条件方面分为两种典型情况: (1) 平板上

下表面(z=±h/2)给定温度; (2) 平板上下表面给定热

流密度. 一般地, 研究给定材料表面温度情况[18], 由

式(11c)中, 可得相应的温度控制方程 

 

 

3
2 2 1

3 2 3
1

3
2 2 1

1
1, 2

2 Im exp i
2

+2Re exp i ,
2






  



 

        
         





jM
j j j

jM

j d a
j j

j

h
T D T g

h
D T

 


 

(24)

 

其中,  1 ;
2

a u l      1 ;
2

d u l     u 和 l 分

别为平板结构的上表面和下表面温度. 
由式(24)可以得到分别对应于受热平板结构的

弯曲振动和拉伸振动时热传导方程如下[14,18]: 

 
   

  

 
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 
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 



 
 
   

   





  

(25a)
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
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 










 
    
 


 





 

(25b)

 

根据整函数乘积级数展开公式, 式(21b)和(22b)

的算子乘积级数表达式为 

  

 
 

2 2
1 12

2 2 2
1

cos 1 ,
2 2 1 πn

hh
f f

n





      
    

 
  (26a) 

    
2 22

2 22
2 2

12

sin
2 1 .

4 πn

h
h

f f
n





 
       

 






 (26b) 

将式(26)的无穷乘积级数做截断, 可得到两个如

下形式的 2 阶波动方程 

    
2

1 12 2
22

π 0,f T f
h

 
    

 
 (27a) 

    2 22 2
2 0.f T f    (27b) 

式(27a)和(27b)分别表示对应于平板热弹性弯曲

和拉压振动的剪切场. 可以看到, 由于热只对膨胀变

形起作用, 因此, 方程(27)与没有温度场作用时的平

板振动剪切场的控制方程形式是相同的. 

将式(21a)和(23a)以及(25a)联立, 可得平板弯曲

振动位移势函数  1,W F 和温度梯度函数 g 的方程 

  
11 12 13 1

1
21 22 23 2

31 32 33 3

,
g

WL L L P

L L L F P

L L L P

    
        
        

 (28) 

其中各微分算符的表达式为 
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根据式(28)算子矩阵的行列式, 可得用广义位移

函数 W 表示的受热平板弯曲振动控制方程 
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(29)

 

将式(22a)和(23b)以及(25b)联立, 可得平板拉压

振动时位移势函数  2,E F 和温度函数 m 的控制方程 
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 (30) 

其中各微分算符的表达式为 
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根据式(30)算子矩阵的行列式, 可得用广义位移

函数 E表示的受热平板拉伸振动控制方程 
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   2 2
3 22

24 2 1 2 .aM

M

T T
h




 


    
 

 
 (31) 

2  热弹性平板振动的频散关系分析 

取平板的厚度为结构特征长度, 于是有如下无

量纲量: 热弹性波数h、热弹性波消减系数h、热-

力耦合系数和相对热-力耦合长度 h/L. 其中, 热膨

胀系数T, 平均环境温度 T0, Poisson 比, 热-力耦合

参数 M

Vc




也是无量纲参数. 在算例中选取 Cf/SiC 陶

瓷材料的平均参数进行了计算, 参见表 1.  

研究问题的定态解, 设   ie ,kx tW W   由式(29)

可得到受热平板弯曲振动的频散关系为[19] 
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
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k h k h
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k (32)

 

其中 , k 是弹性波复波数 , k=+i;  22 2
2k h h  

 2
2/ ;c c    2

3 2/ / ;k h h c c h L  
M V

K
L

C
 称为

热-力耦合长度.  

根据式(32), 可以得到平板弯曲波动的频散关系

曲线, 如图 1 和 2 所示. 图 1 中(a)和(b)分别表示在相

同参数下平板结构中频散关系和消减系数变化曲线. 

以下采用同样方式. 由图 1 和 2 可以看出: 在不同参

数下平板中频散关系和消减系数变化曲线的拓扑结

构形式变化不大; 图 1(a)中第 2 阶振型和第 3 阶振型 
 

表 1  Cf/SiC 材料的热物理和力学参数[20] 

Table 1  Thermophysical and mechanical and properties of Cf/SiC 
materials [20] 

材料参数 
工作温度 T0 (K) 

773 1773 

弹性模量(N/m2) 8.79×1010 8.53×1010 

Poisson 比 0.32 0.28 

材料密度(kg/m3) 1.74×103 1.70×103 

热膨胀系数(1/L) 2.10×106 1.90×106 

热导率(W/(m·K)) 2.26 1.71 

比热容(J/(kg·K)) 800 578 

与无力热耦合时平板结构弯曲振动的第 1阶和第 2阶

振型接近; 图 1(a)中第 1 阶振型与无力热耦合时平板

中温度变化模式对应, 但是, 考虑力热耦合后, 模式

变化很大.  

根据图 1(b)可以看到: 平板弯曲振动振幅消减系

数的第 1 阶和第 3 阶模式是小于零的, 表示考虑力热

耦合影响后振幅是增长的, 但是需要指出的是, 负的

消减系数的绝对值很小, 同时只有当平板结构弹性波

入射波数很大时, 也就是频率很高时, 消减系数的绝

对值才能变得很大, 导致平板弯曲振动产生动态失稳. 

因此, 热-力双向耦合作用可能对弯曲振动影响小些.  

设  ie ,kx tE E    由式(31)可得到受热平板拉伸

振动对应的频散关系为[19] 
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(33)

 

同理, 根据式(33), 可以得到平板拉压波动的频

散关系曲线, 如图 3 和 4 所示. 由图 3 和 4 可以看出: 

在不同参数下平板中频散关系和消减系数变化曲线的

拓扑结构变化不大; 图 2(a)中第 2 阶振型和第 3 阶振

型与无力热耦合时平板拉伸振动的第 1 阶和第 2 阶振

型接近; 图 2(a)中第 1 阶振型与与无力热耦合时平板

中温度变化模式相对应, 但是, 考虑力热耦合后, 耦

合模式变化很大. 

根据图 2(b)可以看出: 平板拉伸振动振幅消减系

数的第 3 阶模式是小于零的, 表示考虑力热耦合影响

后振幅是增长的; 消减系数的绝对值还是较大的, 当

板结构振动频率比较高时, 消减系数的绝对值可能变

得较大, 导致平板拉伸振动产生动态失稳. 因此, 热力

双向耦合作用在拉伸振动分析计算中影响作用大些.  

3  平板振动方程和温度方程的讨论 

由热弹性平板弯曲振动频散关系曲线可以看出: 

板中存在 3 个模式的振动, 第 1 阶模式与平板无力热

耦合时非稳态导热模态相对应, 第 2 阶和第 3 阶模态

与无力热耦合的平板弯曲振动模式对应; 考虑力热双
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向耦合后, 第 1 阶耦合振动模式变化很大, 第 2 阶和第

3 阶耦合振动模态与平板弯曲振动模式相比区别不大; 

在不同的平均环境温度和物理参数下, 其各阶耦合振

动模式拓扑结构变化不大; 热-力双向耦合作用对平板

拉伸振动的影响要比弯曲振动的影响要大些.  

本论文的主要创新之处在于: (1) 首次给出了热- 
 

 

图 1  (网络版彩图) (a) 平板弯曲波动时频散关系; (b) 平板弯曲波动中消减系数变化 
Figure 1  (Color online) (a) Dispersion relation of plate bending; (b) attenuation coefficient of plate bending. 

 

 

图 2  (网络版彩图)(a)平板弯曲波动时频散关系; (b) 平板弯曲波动中消减系数变化 
Figure 2  (Color online) (a) Dispersion relation of plate bending; (b) attenuation coefficient of plate bending. 

 
 

图 3  (网络版彩图)(a)平板拉压波动时频散关系; (b) 平板拉压波动中消减系数变化 
Figure 3  (Color online) (a) Dispersion relation of plate stretching; (b) attenuation coefficient of plate stretching. 
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图 4  (网络版彩图)(a)平板拉压波动时频散关系; (b) 平板拉压波动中消减系数变化 
Figure 4  (Color online) (a) Dispersion relation of plate stretching; (b) attenuation coefficient of plate stretching. 

力双向耦合下平板结构振动的精确化动力学方程 ;  

(2) 给出了力热全耦合作用下平板内波模频散关系

与分析; (3) 基于本文在时域内给出的平板力热耦合

振动方程, 研究了平板结构振动的动态稳定性.  

本文没有经典力学假设, 基于力热双向耦合作

用的观点, 直接基于弹性动力学以及采用算子谱分

解方法构建了受热平板结构振动支配方程. 因此, 本

文在时域内给出的平板振动方程可用于研究高温下

平板结构力热双向耦合动力学. 分析力热耦合机理、

耦合模式以及结构振动的动态稳定性. 本文在时域

内给出的平板力热耦合振动方程及其分析方法可望

能在近空间飞行器热防护工程中得到应用. 
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Non-classical dynamical equations of thick plates 
with complete thermomechanical coupling 

HU Chao1,2*, ZHENG RiHeng3, WANG Qin3, TONG GuangQing1 & MA Fai4 
1 College of Civil Science and Engineering, Yangzhou University, Yangzhou 225127, China; 

2 School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics, Tongji University, Shanghai 200092, China; 
3 Science and Technology on Scramjet Laboratory, Beijing Power Machinery Institute, Beijing 100074, China; 

4 College of Engineering, University of California, Berkeley 94720, USA 

The dynamical governing equation of structures is the basis for solution of dynamics and control of distributed 
parameter systems. Until now, the refined dynamic equation of plates including the complete thermomechanical 
coupling has not been seen in the literature on structural dynamics. With the development of the modern aerospace 
technology, the refined dynamic equation of plates including the thermomechanical coupling effect is an urgent 
problem to be solved. But the traditional modeling method described in classical theory of plates and shells cannot be 
used to obtain the dynamic equation of thick plates under heating conditions because of the limitation of classical 
theory. In this paper, the coupled dynamical problem of plates with complete thermomechanical coupling is 
investigated based on the three-dimensional thermoelasticity and modern mathematics. The spectral composition 
method for modeling the structural dynamics is developed by combining the Vieta theorem of algebra with the 
classical method of operator spectra. In the time domain the refined dynamical equations of plates, which involve the 
bending and stretching vibrations under coupled thermomechanical conditions, are constructed by using the spectral 
decomposition of operators and proper gauge conditions to eliminate the non-uniqueness of unknown potential 
function without using the classical assumption in the theory of plates and shells. The dispersion relations from the 
refined equations of thermoelastic plates are presented graphically to test and verify the refined theory of 
thermoelastic plates. The space and time evolution of wave motion in heated plates and its dynamical stability are 
analyzed and discussed. We can see that the refined governing equations of thermoelastic plates are accurate, which 
would be used to solve the dynamics and control of thick plates with complete thermomechanical coupling, for 
instance, to investigate the coupling mechanism, coupled modes and dynamical response. And the modeling for the 
coupled dynamics of plates can be used in aerospace engineering for thermal protection system design. 

refined dynamic theory of thermoelastic plates, complete thermomechanical coupling, spectral decomposition 
of operators and complex function method, low-dimensional structure, bending and stretching vibration of 
plates 
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