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ABSTRACT: In electricity markets, the stepwise supply and 
demand curves may yield multiple clearing prices. Considering 
the possibility of rare occurrence of this circumstance, a simple 
and effective identification method can significantly reduce the 
computational complexity. Capitalizing on the relationship 
between the linear independence constraint qualification and 
the uniqueness of Lagrange multipliers, this paper proposed an 
approach by using independence constraint qualification to 
identify the existence of multiple dual solutions in the nodal 
pricing problem. The validity of the proposed method was 
corroborated by theoretical analysis and case studies. 

KEY WORDS: locational marginal pricing; multiple dual 
solution; linear independence constraint qualification; 
identification method; Lagrange multipliers 

摘要：在电力市场中，由于供求曲线呈阶梯状的特性，使得

出清电价可能会出现多解情况。考虑到多解情况的非频发

性，一个简便有效的判定方法可以节省大量的冗余计算。因

此，根据线性无关约束规格与拉格朗日乘子唯一的对应关

系，文章提出了一种利用线性无关约束规格 (linear 
independence constraint qualification，LICQ)判定节点电价对

偶问题多解情况是否发生的方法。最后，文章从理论分析和

具体算例两方面验证了该判定方法的有效性。 
 
基金项目：国家自然科学基金项目(51477097，51677115)；国家科

技支撑计划项目(2013BAA01B04)。 
Project Supported by National Natural Science Foundation of China 

(51477097, 51677115); Project Supported by National Key Technology 
Research and Development Program of China (2013BAA01B04). 

关键词：节点电价；对偶问题多解；线性无关约束规格；判

定方法；拉格朗日乘子 

0  引言 

与一般经济活动不同，在电力市场中，由于不

同电厂报价不一，不同购电方报价也不同，且通常

对最小报价单位或最多报价段数有要求，例如，澳

大利亚电力市场[1]，北欧电力市场(Nord Pool)[2]，美

国 PJM[3]和丹麦、瑞典、挪威和芬兰的平衡市场[4]

等。因此供求曲线通常呈现明显的阶梯状。若供求

曲线交于一点，则该点为市场均衡点，其对应的价

格为市场出清价格[5-6]；若交点不唯一，则会出现对

偶问题多解情况(multiple dual solutions，MDS)。 
一旦出现 MDS 情况，如何选定一组唯一的合

理的节点电价便成了问题所在，究其本质，是研究

如何对社会剩余中的伪公共剩余部分进行分配。目

前，在此方向的探索已颇为深入，如基于激励的定

价方法[7-8]，基于阻塞剩余理论的定价方法[9-10]以及

基于二次惩罚项的定价方法[11]等，都能有效的解决

MDS 问题。但在实际电力市场中，MDS 情况并不

多见，因此，如何检验 MDS 情况以避免大量冗余

而无意义的计算，便成了不可或缺的一环。基于此，

本文提出了一种利用线性无关约束规格检验 MDS
情况的判定方法。 
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1  约束规格(constraint qualification，CQ) 

1.1  CQ 的定义 
对于标准线性规划问题，存在目标函数 f，等

式约束条件 h和不等式约束条件 g，其中：f : Rn
 → R；

h : Rk
 → Rn；g : Rm

 → Rn。而 CQ 则是对这些约束条

件 g 和 h 的约束，只有当满足 CQ 时，KKT 
(Karush-Kuhn-Tucker)条件才能成为该线性规划问

题的必要最优性条件[12]。其中，最弱的 CQ 是 GCQ 
(guignard’s constraint qualification)[13]，最严格的是

LICQ[14]。 
由于 CQ 是独立于目标函数 f 的，因此，若某

种 CQ 条件下，满足 KKT 条件的拉格朗日乘子组

集 Λ ( f )拥有某种特定性质，则这种性质必然对所有

f ∈ F均成立[15]。 
1
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式中(λ, μ )为 KKT 条件中的拉格朗日乘子组。 
1.2  LICQ 的定义及性质 

LICQ 是所有 CQ 中具有最强约束力的一种， 
若向量组 1 ( ){ ( )} { ( )}k

j xj i ix xh g= ∈∇ ∇ A∪ 线性无关，则 

称该优化问题在可行点 x处满足 LICQ。其中：i = 
1,2,⋅⋅⋅, m为不等式约束 g的编号；j = 1,2,⋅⋅⋅, k为等式

约束 h的编号； ( ) { :1 , ( ) 0}ii ix m xg= ∈ ≤ ≤ =A N ，

即所有起作用的不等式约束的编号集合。 
性质 1：对于所有 f ∈ F，满足 LICQ，是 Λ ( f )

中有且只有唯一解的充要条件。 
证明：首先证明充分性，因为 x是该线性优化

问题的最优解，且其约束条件满足 LICQ，则必然 
存在一组乘子 1 1( , )λ μ 满足 KKT 条件，假设存在另

一组乘子 2 2( , )λ μ 也满足 KKT 条件，则有： 

 1 1( ) ( , ( )) ( , ( )) 0k mx x xf h gλ μ∇ + ∇ + ∇ =R R  (1) 

 2 2( ) ( , ( )) ( , ( )) 0k mx x xf h gλ μ∇ + ∇ + ∇ =R R  (2) 

由式(1)、(2)得： 
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又因为 1 ( ){ ( )} { ( )}k
j xj i ix xh g= ∈∇ ∇ A∪ 线性无关， 

则有： 
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所以 Λ ( f )中有且只有唯一解。另外文献[15]已
给出其必要性的证明。 

综上，对于所有 f ∈ F，满足 LICQ 是 Λ ( f )中有

且只有唯一解的充要条件。 
从证明过程中可以看出，判断是否存在多组满 

足 KKT 条件的 ( , )λ μ ，只需验证 KKT 方程中的一 

阶最优性条件即可，而不需要考虑互补松弛条件，

这是由线性优化问题中最优解点的性质决定的，故

在判别 MDS 情况方面，LICQ 判别方法较之 KKT
方程更为简便。而节点电价问题属于线性优化问

题，因此 LICQ 可以作为判定节点电价问题是否出

现 MDS 情况的依据。 

2  MDS 情况的判定 

2.1  MDS 情况判定的数学推导 
对于节点电价问题，其线性优化模型为[16-19]： 
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式中：x = (PG, PD)；f (x)为目标函数；h(x)为等式约

束；glL(x)为线路约束；ggG(x)为机组边际约束；gdD(x)
为负荷边际约束；g 为系统机组的编号；d 为系统

负荷的编号；b为系统节点的编号；l为系统线路的

编号；λ g
G 为机组 g 的报价；PgG 为机组 g 的有功出

力；λ d
D为负荷 d的报价；PdD为负荷 d的有功消耗； 

Tl,b为线路 l关于节点 b的功率传输分配系数； lF 为 
线路 l的容量上限； lF 为线路 l的容量下限；fG(m)

表示机组 m所在节点的编号；fD(m)表示负荷 n所在 
节点的编号； G

gP 为机组 g的有功出力下限； G
gP 为

机组 g 的有功出力上限； D
dP 为负荷 d 的有功消耗
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下限； D
dP 为负荷 d的有功消耗上限。 

令 x 为原问题的最优解，对应 LICQ 条件为

( )h x∇ ∪ L
( ){ ( )}
ll l xxg ∈∇ ∪A G

G
( ){ ( )}g g xg x ∈∇ ∪A  

D

D
( ){ ( )} xd dxg ∈∇ A 线性无关，其中： 
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LICQ 条件中各梯度的表达式为 
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式中：MG→B(g)表示机组 g所在节点编号；MD→B(d) 
表示负荷 d 所在节点的编号；向量 G ( )g x∇g 和

D ( )d x∇g 中，1 代表非边际机组或负载出力处于上 
限，−1 代表非边际机组或负载出力处于下限，且一

个非边际机组只可能有一个出力约束起作用，对于 
边际机组，由于其上下限约束 G ( )gg x 均不起作用，因 

此不会出现在 LICQ 条件中。故这些梯度构成的目

标矩阵 D中不会存在全为 0 的行向量，其表达式为 
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式中 D的列向量对应着相应的机组或负载。 
求解经济调度问题的优化模型，并统计最优经

济调度方案中阻塞线路的个数，记为 Nμ (若某些阻

塞线路两端节点相同，则与其相关的机组线路功率

传输分配系数均相同，因此这些线路在数学意义上

可视为等价，故不重复计算这些阻塞线路数量，记

为一条)，边际单位个数(包括机组和负载)为 Nm，
则其 KKT 方程中包含NG + ND个变量，以及 1 + NG + 
ND − Nm + Nμ 个方程。因此，原问题约束条件的梯度

构成的目标矩阵 D 为一个(1 + NG + ND − Nm + Nμ ) × 
(NG + ND)阶矩阵，其对应的 LICQ 条件可以转化为

该目标矩阵 D的行向量线性无关。 
情况 1：当 1 + NG + ND − Nm + Nμ > NG + ND时，

目标矩阵 D 的行向量必线性相关，原问题的 KKT
条件不满足 LICQ，因此 Λ ( f )中拉格朗日乘子组不

唯一，即当 Nm − Nμ < 1 时，原节点电价问题必会出

现 MDS 情况。 

情况 2：当 Nm − Nμ ≥ 1 时，对目标矩阵 D进行

简化： 
步骤 1：对目标矩阵 D进行初等列变化：若第

s 列向量所对应的机组或负载为边际单位，而第

s − 1 列向量所对应的机组或负载为非边际单位，则

调换这两列列向量的位置，重复该操作，直到所有

的边际单位对应的列向量均位于非边际单位对应

的列向量的左侧，此时形成的矩阵记为 D1。 
步骤 2：对 D1 进行初等列变化：若第 t列向量

对应的非边际单位处于出力上限，而第 t − 1 列向

量对应的非边际单位处于出力下限，则调换这两

列列向量的位置，重复该操作，直到所有处于出

力上限的非边际单位列向量均位于处于出力下限

的非边际单位列向量的左侧，此时形成的矩阵记

为 D2。 
步骤 3：对 D2 进行初等行变换，使 D2右下部

分形成一个斜对角矩阵，此时形成的矩阵记为 D3。 
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式中：Tlm为边际机组或负载所对应的线路 l的功率

传输分配系数；Tl为非边际机组或负载所对应的线

路 l的功率传输分配系数矩阵。 
步骤 4：对 D3 进行初等运算，使 0=D�� ，并将

其中 −E矩阵转化 E矩阵，为记此时的矩阵为 D4。 

 (1 )
4

mN Nμ+ ×⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

D
D

E

� 0

0
 (10) 

此时，可以从矩阵 D4 中得到判别矩阵 D� ，D� 中
第一行元素为 ±1，其余行向量元素为所有边际机组

所对应的阻塞线路功率传输分配系数。很容易看

出，通过判别矩阵 D� 的行向量是否线性相关可以判

断目标矩阵 D的行向量是否线性相关，即是否满足

LICQ 条件。 
情形①：当 Nμ = 0 时，判别矩阵 D� 的行向量必

线性无关，因此，目标矩阵 D的行向量线性无关，

故满足 LICQ，此时不会出现 MDS 情况。 
情形②：当 Nμ ≠ 0 时，判断 ( )r D� 是否等于 1 + 

Nμ，若相等，则判别矩阵 D� 的行向量线性无关，

KKT 条件满足 LICQ，不会出现 MDS 情况；若不

相等，则判别矩阵 D� 的行向量线性相关，KKT 条

件不满足 LICQ，会出现 MDS 情况。 
2.2  MDS 情况判定的流程框图 

结合上述情况 1 以及情况 2 中的两种情形，关

于节点电价问题中是否会出现 MDS 情况的判定，

可以总结为以下 3 个判定步骤，其流程框图如图 1
所示。 

文献[10]提出了一种利用 KKT 系数矩阵判别

节点电价问题是否会出现 MDS 情况的方法。该判

别方法对所有节点电价问题均需要构造系数矩阵

C，并进行简化处理，但事实上，MDS 情况并不常

见，因此，对于包含多节点的大系统来说，这无疑

大大增加了其不必要的运算负担。 
而相比之下，本文提出的 LICQ 判别方法首先

会对节点电价问题进行初步判定，之后，根据判定 

 

非 MDS

否

是

计算出线性优化问题(P)的最优解 xx

统计此时出现的阻塞线路数 Nu 和
边际单位个数 Nm

Nμ

                   判定 1： 1mN Nμ− <

                     判定 2： 0Nμ =

否

是

MDS

构造目标矩阵 D，并按步骤简化，
得到判别矩阵 DD�

                 判定 3：( ) 1r Nμ= +D�是 否

 

 
图 1  MDS 情况判定流程 

Fig. 1  Identify procedure of MDS situation 

结果，筛选出需要构造判别矩阵 D� 的情况(这种情

况并不常见)。这无疑大大减轻了系统的运算负担，

而且判别矩阵 D� 较之于 KKT 系数矩阵 C来说，更

加易于构造，在这方面，也降低运算的复杂程度。

因此，LICQ 判别方法更加适用于实际工程中。 

3  算例 

本节将利用 3 个算例，通过节点电价问题中六

种有代表性的情况，即①Nμ = 0，Nm = 0；②Nμ = 0，
Nm = 1；③Nμ = 1，Nm = 0；④Nμ = 1，Nm = 1；⑤Nμ = 1，
Nm = 2 及⑥Nμ = 1，Nm = 3，来验证此判定方法在不

同情况下的有效性。 
3.1  2 节点系统 

2 节点系统的具体网络结构如图 2 所示，机组

及负荷信息见表 1。 

 

负荷 1 负荷 2

节点 A 节点 B

线路 1

机组 2机组 1

 

 
图 2  2 节点系统结构 

Fig. 2  Network topology of the 2-bus system 

表 1  机组/负荷基本信息 
Tab. 1  Information of Generators/Loads 

内容 编号 (机组容量/需求负荷)/MW 报价/($/MW)

1 500 10 
机组 

2 400 30 

1 400 40 
负荷 

2 500 50 

1）当线路 1 的传输容量为 100MW 时，其最优

解 为 (P1
G, P2

G, P1
D, P2

D) = (500,400,400,500) ， 此 时

Nμ = 0，Nm = 0，Nm − Nμ = −1 < 1，符合上述情况 1，
根据判定，此时会出现 MDS 情况。 
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下面进行验证，根据 KKT 条件，可以得到： 

 

1 1

2

1 1

2

1 1 2 1 2

1 2 1 2

0
0

0
0

, , , ,

10
3

0
0

0
40
50

λ μ τ
λ τ
λ μ ξ
λ ξ

μ τ τ ξ ξ
τ τ ξ ξ

+ + =⎧
⎪ + =⎪
⎪ + − =⎪
⎨ − =⎪
⎪ ≥
⎪

= = = =⎪⎩

+
+

+

+

�
�

�
�
� �� �
� �� �

 (11) 

式中： ( , , , , , )i i i i iλ μ τ τ ξ ξ
� �� �

为拉格朗日乘子。 
此时，KKT 简化方程组一共有 6 个未知数，4

个方程，故其解不唯一，因此会出现 MDS 情况，

与判定结果一致。 
2）当线路 1 的传输容量为 200MW 时，其最优

解 为 (P1
G, P2

G, P1
D, P2

D) = (500,400,400,500) ， 此 时

Nμ = 0，Nm = 0，Nm − Nμ = 0 < 1，符合上述情况 1，
根据判定，此时会出现 MDS 情况。 

下面进行验证，根据 KKT 条件，可以得到： 
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此时，KKT 简化方程组共有 5 个未知数，4 个

方程，故其解不唯一，通过对偶理论解出得 −40 ≤ 
λ ≤ −30，μ = 0，因此会出现 MDS 情况，与判定结

果一致。 
3.2  3 节点系统 

3 节点系统的具体网络结构如图 3 所示，机组

及负荷信息见表 2。 
1）若不考虑系统线路阻塞，其最优解为：

(P1
G, P2

G, P3
G, P1

D, P2
D, P3

D) = (1000,100,0,700,200,200)，
此时 Nμ = 0，Nm = 0，Nm − Nμ = 1，符合上述情况 2 

 

线
路

 1
3

负荷 
1

负荷 
3

负荷 
2

节点 1

节点 2 节点 3

线路 23

线路 12

机组 
2

机组 
2

机组 
2

线路容量 
F12 = 500MW 

F13 = 2000MW 
F23 = 2000MW 

线路阻抗 
X12 = 1 
X13 = 1 
X23 = 1 

 
图 3  3 节点系统结构 

Fig. 3  Network topology of the 3-bus system 

表 2  机组/负荷基本信息 
Tab. 2  Information of Generators/Loads 

内容 编号 (机组容量/需求负荷)/MW 报价/($/MW)

1 1000 15 

2 300 20 机组 

3 500 35 

1 700 60 

2 200 40 负荷 

3 200 25 

的情形①，根据判定，此时不会出现 MDS 情况。 
下面进行验证，根据 KKT 条件，可以得到： 

1

3

1

2

3

1 3 1 2 3

1 2 3 1 2 2 3 1 2 3
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该 KKT 简化方程包含 6 个未知数以及 6 个方

程，可以得到唯一解 λ = −20，μ 1 = μ 2 = μ 3 = 0，因此，

不会出现 MDS 情况，与判定结果一致。 
2）当考虑系统线路阻塞时，其最优解为：

(P1
G, P2

G, P3
G, P1

D, P2
D, P3

D) = (600,300,0,700,200,0)，此时

Nμ = 1，Nm = 1，Nm − Nμ = 0 < 1，符合上述情况 1，
根据判定，此时会出现 MDS 情况。 

下面进行验证，根据 KKT 条件，可以得到： 
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此时，KKT 简化方程包含 7 个未知数以及 6
个方程，故其解不唯一，因此会出现 MDS 情况，

与判定结果一致。 
3）若将负荷 1 的需求上限降至 640MW，其他

条件不变，且考虑线路阻塞，则最优解变为：
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(P1
G, P2

G, P3
G, P1

D, P2
D, P3D) = (660,180,0,640,200,0)，此时

Nμ = 1，Nm = 2，Nm − Nμ = 1，符合上述情况 2 中的 
情形②，故需要计算 ( )r D� ，按要求构造判别矩阵 

D� ，最终得到： 

 
1 1
1 0
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

D�  (15) 

显然， ( ) 2 1r Nμ= = +D� ，根据判定，此时不会 

出现 MDS 情况。 
下面进行验证，根据 KKT 条件，可以得到： 
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该 KKT 简化方程包含 6 个未知数及 6 个方程，

可以得到唯一解 λ = −20，μ 1 = 15，μ 2 = μ 3 = 0，因此，

不会出现 MDS 情况，与判定结果一致。 
3.3  IEEE 24 节点系统 

本例是基于 IEEE 24 节点 RTS 系统，其中包括

32 台发电机组及 17 个负荷点。其发电侧的机组容

量及报价如表 3 所示。 
为了方便计算，负载侧需求负荷采用第 51 周

周二下午 17:00—18:00 间的数据[20]，考虑 RTS 系 

表 3  发电机组基本信息 
Tab. 3  Information of Generators 

机组编号 机组容量/MW 机组报价/($/MW)

1 17.31 39.00 

2，5，6 10 35.10 

3，4，7，8 76 19.95 

9，10，11 80 28.82 

12 98.44 38.50 

13，14 98.43 38.50 

15，16，17，18，19 12 33.85 

20，21，30，31 155 16.15 

22，23 400 5.50 

24，25，26，27，28，29 50 1.00 

32 350 6.28 

统的网络损耗，因此，将负载侧总需求负荷设为

2999.3MW，此外，将负载侧报价统一设置为

40.00$/MW，此时，其报价高于所有发电机组报价，

因此，在条件允许的情况下，将优先考虑满足负载

侧需求。 
下面考虑 2 种情况，第 1 种情况下，各线路传

输容量为原始值，此时系统中不存在线路阻塞，负

载侧需求容量全部处于上限；第 2 种情况下，将连

接节点 3 和节点 24 的线路 7 的传输容量上限降为

270MW，此时，该线路出现阻塞，负载侧需求容量

仍全部处于上限。各机组出力情况见表 4。 

表 4  各机组出力情况 
Tab. 4  Output of Generators 

机组编号 无阻塞情况/MW 有阻塞情况/MW

1 0 17.31 

2，5，6 10 10 

3，4，7，8 76 76 

9，10，11 80 80 

12 98.44 92.67 

13，14 98.43 92.66 

15，16，17，18，19 12 12 

20，21，30，31 155 155 

22，23 400 400 

24，25，26，27，28，29 50 50 

32 350 350 

当系统不存在阻塞时，从表中很容易看出：

Nμ = 0，Nm = 0，此时 Nm − Nμ = 0 < 1，符合上述情况

1，根据判定，此时会出现 MDS 情况。 
下面进行验证，该 KKT 简化方程包含 33 个未

知数及 32 个方程，可以算出 −39 ≤ λ ≤ −38.5，μ = 0，
因此，出现 MDS 情况，与判定结果一致。 

当系统存在阻塞时，从表中数据可以看出，

Nμ = 1，Nm = 3，此时 Nm − Nμ = 2 > 1，符合上述情况 
二中的情形②，故需计算 ( )r D� ，由于 3 个边际机组 
均属于节点 13，因此，在线路约束条件中，他们的

系数相同，均为 T7,13，所以： 

 
7,13 7,13 7,13

1 1 1
T T T

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
D�  (17) 

显然 ( ) 1 1r Nμ= ≠ +D� ，根据判定，此时会出现 

MDS 情况。 
下面进行验证，该 KKT 简化方程包含 31 个未

知数及 32 个方程，但其中有 3 个方程等效，故有

效方程数为 30 个，此时可以算出，μ 7 不唯一，因
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此，出现 MDS 情况，与判定结果一致。 

4  结论 

在电力交易市场中，MDS 情况虽然并不常见，

但其造成的影响却不可忽略，目前还没有一套成熟

的体系来判别 MDS 情况是否发生。本文从 LICQ
与拉格朗日乘子的对应关系出发，提出了一种利用

LICQ判别节点电价问题中是否出现MDS情况的方

法，并从理论上分析了该方法的推导过程。之后，

在此基础上，归纳并简化了该方法的判定条件。最

后，又通过三个具体算例，从不同角度验证了该方

法在任何情况下的有效性。 
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为展示国内外在电力电子化电力系统领域的最新进展和发展趋势，共享学术和技术成果，《中国电机工程学报》编辑

部特邀华中科技大学袁小明教授、胡家兵教授担任特约主编，主持“电力电子化电力系统稳定分析与控制”专题，希望与作

者、读者一起，共同研讨相关领域的最近进展、现场经验及未来方向，共同推进电力电子化电力系统稳定、分析与控制的新

原理、新理论、新方法、新技术、新应用等方面的研究成果。专题拟于 2017 年 7 月出版(正刊)。 

一、专题征稿范围(包括但不限于) 

1）源−网−荷电力电子变换装备多时间尺度小干扰模型及建模方法； 

2）电力电子化电力系统机电/电磁小干扰稳定原理； 

3）电力电子化电力系统多时间尺度小干扰稳定分析方法； 

4）源−网−荷电力电子变换装备机电/电磁暂态模型及建模方法； 

5）电力电子化电力系统机电/电磁暂态稳定原理； 

6）电力电子化电力系统大干扰/暂态稳定分析方法； 

7）电力电子化电力系统多时间尺度稳定器原理、设计方法及应用； 

8）电力电子化电力系统大干扰/暂态稳定控制策略。 

二、投稿要求 

1）引言中研究目的清晰明确，详细介绍国内外研究背景，对现有其他研究者的工作进行正确的评述；阐述自己的观点，

并对自己的研究思路做一总体介绍，引言字数不少于 1000 字； 

2）研究设计和方法叙述清楚，数据合理并被正确地分析和解释；比较所提出的方法和现有方法的优缺点； 

3）重点突出，论述严谨，文字简练，避免长篇公式推导(必要的推导可列入附录)，字数以不超过 6000 字(包括图表)为宜； 

4）来稿请用 Word 排版，格式尽量与《中国电机工程学报》一致； 

5）对英文稿件的要求与对中文稿件的要求相同，请同时提供作者中文信息。 

三、投稿截止日期：2017 年 2 月 28 日。 

四、投稿方式： 

请登录 http://www.pcsee.org，注册作者用户名和密码投稿，请注意在投稿栏目中选择“电力电子化电力系统”。 

真诚欢迎国内外相关领域的专家学者以及国家级科研计划承担单位踊跃投稿！ 

联 系 人：韩蕾 袁小明 胡家兵 吕鲜艳 

联系电话：010-82812535 

邮    箱：hanlei@epri.sgcc.com.cn; yuanxm@hust.edu.cn;  

          j.hu@hust.edu.cn; csee_lvxianyan@163.com. 
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