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衝突ブラウン粒子の確率解析

一 場 知 之

1 はじめに
本稿では n個の大きさを無視できるほど極小の粒子が相互に作用しながらブラウン運動のように確

率的に動く時に，その粒子の軌跡が同時に交わり粒子が衝突する様子を考察し，その応用，特に数理
ファイナンスへの応用について述べる．物理現象としては 3次元ユークリッド空間 R3 上を動く粒子
系を考察するのが自然であるが，ここでは応用に主眼を置いて，粒子が 1次元空間 Rを動く模型につ
いて考察する．物理現象として粒子の大きさや形状を無視できないような場合やどの粒子も全く衝突
しないような非衝突粒子系については，興味深いものの，分析の本質がやや異なるため言及せず，こ
こでは粒子が衝突する様を確率論を用いて分析する．各 i = 1, . . . , n について確率変数 Xi(t) を i番
目の粒子の実軸上での時刻 tでの位置として，確率過程 X(t) := (X1(t), . . . , Xn(t))

′ を以下のよう
に定式化する．ここで ′ は行列の転置を表す．
Rn に値を持つ R+ := [0,∞) 上の連続関数からなる空間 C([0,∞),Rn) を標本とするフィル

ター付き確率空間 (Ω,F ,P, {Ft, t ∈ R+}) と，そこで定義される n次元の標準ブラウン運動 B :=

{(B1(t), . . . , Bn(t))
′, 0 ≤ t < ∞} を考える．ドリフト係数 b(·) := (b1(·), . . . , bn(·))′ と拡散係数

σ(·) := (σi,j(·))1≤i,j≤n をそれぞれ n次元ベクトル，n次の正方行列の値を持つ可測な関数として，
以下の確率微分方程式

X(t) = x0 +

∫ t

0

b(X(s))ds +

∫ t

0

σ(X(s)) dB(s) ; 0 ≤ t <∞, x0 ∈ Rn (1)

によって表される確率過程 X(t) := (X1(t), . . . ,Xn(t))
′, t ∈ [0,∞) の振る舞いを調べる．(1) の右

辺の第 3項は伊藤の確率積分として定義される．
確率微分方程式 (1) の解の概念としては，強い解と弱い解がある．(1) の弱い解とは，フィルター付き

確率空間 (Ω,F ,P, {Ft, t ∈ R+})と適合的な確率過程 (X,B)で (1)を満たすものとする．強い解とは
特にXが，ブラウン運動Bによって生成される自然なフィルター {FB

t := σ(B(s), s ∈ [0, t]), t ∈ R+}
に適合的である場合である．すなわち，(1) の強い解が存在して一意に定まるとは，ある可測関数
F : (x0, ω) ∈ Rn × Ω0 �→ F (x0, ω)(·) ∈ Ω0 が存在して次の条件 (i)–(iii) を満たすことである：(i)

F (·) はボレル可測で写像 ω �→ F (x0, ω)(t) ∈ Rn は各時点 tと各初期値 x0 ∈ Rn で Bt(Ω0) /B(Rn)

可測であり，(ii) 各初期値 x0 ∈ Rn とブラウン運動 B(·) について Xx0(t) := F (x0, B)(t), t ∈ R+

が (1) の解であり，(iii) あるブラウン運動に対するどの解 Xx0(·) も恒等式 Xx0(·) = F (x0, B)(·)
を満たす．ここで Ω0 := {ω ∈ Ω = C(R+,R

n) : ω(0) = 0 ∈ Rn} である．弱い解の一意性は，確率
分布の意味での一意性であり，強い解の一意性は，道ごとの一意性である．山田–渡辺の定理 [73] に
より，弱い解が存在し道ごとに一意であれば，その解は強い解である．以下で単に確率微分方程式の
解という場合には弱い解を指す．
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係数項の bや σ が滑らかな関数である場合は確率微分方程式 (1) の解の存在と一意性がよく知ら
れている．例えば，伊藤清による確率微分方程式の解として，係数がリプシッツ連続でかつ絶対値を
とった時の増加の度合いが線形で抑えられる場合には，強い解が存在して一意である ([44])．最近の
結果については [55] を参照のこと．1次元すなわち n = 1 或いは拡散係数項がヘルダー連続である
場合についてもよく調べられている．一方，弱い解の存在と一意性は，Stroock–Varadhan [69] の局
所マルチンゲール問題の解の存在と一意性として特徴づけられる．そして，生成作用素

Lf(x) := 1

2

n∑
i=1,j=1

(
n∑

k=1

σi,k(x)σj,k(x)

)
∂2f

∂xi∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂f

∂xi
(x) ; f ∈ C2

0 (R
n,R)

(2)

に関するコーシー問題の解の存在と密接に関わっている．局所マルチンゲール問題とは，ω ∈ Ω :=

C(R+,R
n) について

Mf (t) := f(ω(t))− f(ω(0))−
∫ t

0

Lf(ω(s))ds, Ft ; 0 ≤ t <∞ (3)

が連続な局所マルチンゲールとなるような可測空間 (Ω,B(Ω)) 上の確率測度 Pを見つけることであ
る．連続で適合的な局所マルチンゲールはブラウン運動を時間変更させた確率過程として表せるので，
伊藤の補題と合わせることで局所マルチンゲール問題の解から，(1) の標準ブラウン運動Bが得られ，
弱い解を構成できる．特に係数項 b, σが有界である時，局所マルチンゲール問題の解から弱い解が構
成でき，逆もまた成立する ([44], [47], [69])．次の結果が知られている．
• 係数 b, σが有界かつ連続である時 (1) の弱い解が存在する．さらにコーシー問題

∂u

∂t
(t, x) = Lu(t, x) ; (t, x) ∈ (0,∞)× Rn, u(0, x) = f(x) ; x ∈ Rn (4)

に解 uf ∈ C([0,∞) × Rn) ∩ C1,2((0,∞) × Rn) があり，各 f ∈ C∞
0 (Rn) に対して uf が領域

[0, T ]× Rn で有界である場合，弱い解は一意に定まる．
• 係数 b, σが有界で可測であり，σが一様に正定値をとる時 (1) の弱い解が存在する ([47])．この

場合，n = 1, 2 の時には一意性が保証されている ([69])．Rnを有限個の多面体に切った時に，係数 σ

が各多面体上で定数をとる時，弱い解は一意に定まる ([ 9 ])．以下で扱うアトラス模型はこの [ 9 ] の
特別な場合である．
また，特別な例として [27] では，区分的に連続な係数の場合の弱い解の一意性が議論されている．

(4) のコーシー問題が解を持ち，解が上で述べたような有界性を持つための十分条件は，係数が Rn上
で有界かつヘルダー連続で，a(·) := σσ′(·) が一様に正定値に値をとることである．ヘルダー連続性
を条件から落とすと，コーシー問題 (4) の古典解が保証されないので，(1) の弱い解の一意性は必ず
しも保証されない．実際，[52], [66] では，弱い解が確率分布の意味で一意に定まらない例が報告され
ている．そこで以下のように問題を提起しよう．
問題A 係数 σが正定値条件を満たさない時，すなわち，σのとる行列が退化している場合，或い

は，係数が不連続である場合に，局所マルチンゲール問題は一意に解きうるだろうか．
問題B n ≥ 2 で (1) の弱い解は強い解となりうるだろうか．n = 1 の時には田中の確率微分方程
式 [ 1 ]
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X(t) =

∫ t

0

(
1{X(t)>0} − 1{X(t)≤0}

)
dB(s) (5)

が弱い解は持つが強い解を持たない例として知られている．
問題C その場合 (1) の解はどのような性質や特徴を持つだろうか．
次節以降，アトラス模型を概説し粒子の衝突について調べることで，ここに挙げた問題A–Cについ

て部分的な解を与える．問題 Aに対しては §2.1で n = 2 の場合に定理 1で正定値条件を緩められる
ことを見る．問題 Bに関しては，まず n = 2 で弱い解が強い解になる条件については定理 1で，強い
解にならない条件については定理 2で見る．可算無限個を含めた n ≥ 3 の場合について，問題 B–C

について §3で議論する．

2 アトラス模型
Σn を {1, . . . , n} の対称置換群，すなわち各要素 π := (π(1), . . . , π(n)) ∈ Σn が {1, . . . , n} の置

換からなるとする．各要素 π ∈ Σn に対して楔形の開集合領域 Rπ := {(y1, . . . , yn) ∈ Rn : yπ(1) >

· · · > yπ(n)} を定義して，各 1 ≤ i, k ≤ n について，y := (y1, . . . , yn) ∈ Q
(i)
k は yi が (y1, . . . , yn)

の中で k 番目に大きくなるような点となるように集合Q
(i)
k を定義する．これ以降，順位をつける時

に同順位の場合には，より小さい添字を優先することにして，辞書的順位をつけて同順位を解消する
ことにする．例えば，n = 3 で y = (y1, y2, y3) = (1, 2, 2) の時には y2 = y3 > y1 であるから y2 と
y3 が同順位であるが，便宜上，添字 2, 3, 1の順序をとって，y ∈ Q

(2)
1 と表すことにする．ここで各

1 ≤ i, k ≤ n について Q
(i)
k =

⋃
{π:π(k)=i}Rπ となる．

各粒子に順位に基づきドリフトと拡散係数を与えることを考えよう．すなわち，n個の実数 g1, . . . , gn

と正の実数 σ̃1, . . . , σ̃nを固定して，各粒子 iについてその t時点での位置 Xi(t) の順位が k番目であ
れば，ドリフト係数を gk，拡散係数を σ̃k とする．g1, σ̃1はそれぞれ X1(t), . . . ,Xn(t) の中で第一位
の粒子に与えられるドリフト係数と拡散係数である．各 1 ≤ i ≤ n について

dXi(t) =

n∑
k=1

1
Q

(i)
k
(X(t))

(
gkdt+ σ̃kdBk(t)

)
; t ≥ 0 (6)

という確率微分方程式で表せる．ここで 1A(x) は x ∈ A の時に 1をとり，x �∈ A の時に 0をとる関
数である．
数理ファイナンスの枠組みで Fernholz [22] の提唱した確率ポートフォリオ理論では，特に g1 =

· · · = gn−1 = −1, gn = n の時には，第 n位 (最下位) の粒子にのみ正のドリフト nが与えられ，そ
の他の粒子には負のドリフト −1が与えられるので，最下位の粒子が系全体を支えている様子から，
地上を支えるギリシャ神話のアトラスに擬えて，アトラス模型 (Atlas model) と呼ばれる ([ 5 ])．そ
こでは，Xi(t) を企業 iの時刻 tにおける資本とした時に，n社からなる株式市場全体を見て資本の
大小によって企業 i = 1, . . . , n を順位づけ X(1)(t) ≥ · · · ≥ X(n)(t) と並べ替えて，市場における割
合 μk(t) := X(k)(t) / (X1(t) + · · ·+Xn(t)), k = 1, . . . , n を実際のデータから計算して対数-対数プ
ロット log k �→ logμk(t) で表示すると，変動はあるものの長期にわたって安定したグラフとなるこ
とが知られている．アトラス模型はそのような安定したグラフを導く株式市場を表す確率模型として
提案された．もう一歩踏み込んで，実数 γ, γ1, . . . , γn を用いて
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dXi(t) =

n∑
k=1

1
Q

(i)
k
(X(t))

(
(γ + γi + gk)dt+ σ̃kdBk(t)

)
; t ≥ 0 (7)

とする確率模型も調べられている ([24], [39])．ここで，γ は市場全体の成長率，γi は企業 iに固有の
成長率，gk, σk は順位が第 k位の企業に固有の成長率とボラティリティと見做せる．
§1で述べたように (6) を (1) の形式に書き直すならば，ドリフト b(·) と拡散係数 σ(·) は

b(x) :=

(
n∑

k=1

gk1Q(1)
k
(x), . . . ,

n∑
k=1

gk1Q(n)
k

(x)

)
, (8)

σ(x) := diag

(
n∑

k=1

σ̃k1Q(1)
k
(x), . . . ,

n∑
k=1

σ̃k1Q(n)
k

(x)

)
; x ∈ Rn (9)

となるので，丁度，各多面体Rπ, π ∈ Σn で定数係数をとる確率微分方程式であり，[ 9 ] により弱い
解が存在して一意性が保証される．
2.1 2粒子の場合
まずは n = 2 として 2粒子の場合について考察しよう．表記を簡略化するために定数を書き換え

て，非負の実数 g, h, u, v で u2 + v2 = 1 を満たすものをとり λ := g + h, ν := g − h と定義す
る．各時刻 tにおいて X1(t) と X2(t) のうち，小さい方にドリフト g，拡散係数 v を与え，大きい
方にドリフト−h，拡散係数 uを与えることにする．任意の (x1, x2) ∈ R2 を初期値とする確率過程
(X1(·),X2(·)) に関する以下の確率微分方程式を考える：t ≥ 0 で

dX1(t) =
(
g · 1{X1(t)≤X2(t)} − h · 1{X1(t)>X2(t)}

)
dt

+
(
u · 1{X1(t)>X2(t)} + v · 1{X1(t)≤X2(t)}

)
dB1(t),

dX2(t) =
(
g · 1{X1(t)>X2(t)} − h · 1{X1(t)≤X2(t)}

)
dt

+
(
u · 1{X1(t)≤X2(t)} + v · 1{X1(t)>X2(t)}

)
dB2(t).

(10)

対応する生成作用素は

L = 1{x1>x2}·
(
u2

2
· ∂2

∂x2
1

+
v2

2
· ∂2

∂x2
2

− h · ∂

∂x1
+ g · ∂

∂x2

)
+ 1{x1≤x2} ·

(
u2

2
· ∂2

∂x2
2

+
v2

2
· ∂2

∂x2
1

− h · ∂

∂x2
+ g · ∂

∂x1

)
.

(11)

すなわち，(1) の拡散係数 σ(·) は {x1 = x2} を境界とする二つの領域の間で異なる定数をとって
不連続であり，さらに，(u = 0, v = 1) 或いは (u = 1, v = 0) という場合を含む．A(·) := σσ′(·) は
対角行列に値をとる関数であり，x1, x2 ∈ R について

A(x) := σσ′(x) =

(
u2 · 1{x1>x2} + v2 · 1{x1≤x2} 0

0 u2 · 1{x1≤x2} + v2 · 1{x1>x2}

)
(12)

と書ける．特に，(u = 0, v = 1) 或いは (u = 1, v = 0) の場合には，退化行列になる．
定理 1 ([25]) uv ≥ 0 の時，確率微分方程式 (10) には弱い解が存在し，確率分布の意味で一意に
定まる．さらに，解は確率過程の道ごとの一意性を満たし，強い解である．すなわち，(X1(·),X2(·))
によって生成されたフィルター F(X1,X2)(·) は，標準ブラウン運動 (B1(·), B2(·)) によって生成され
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たフィルター F(B1,B2)(·) に含まれる：

F(X1,X2)(t) ⊆ F (B1,B2)(t) ; 0 ≤ t <∞. (13)

より一般的に，任意の (u, v) ∈ R2 で u2 + v2 = 1 を満たす実数をとり，ε ∈ {−1, 1}, δ ∈ {−1, 1},
0 ≤ ϕ, ϑ ≤ 2π とした時に，A(·) := σσ′(·) の実の平方根を以下のようにとる：

σ(x1, x2) := Σ+ · 1{x1>x2} +Σ− · 1{x1≤x2}

=

(
u 0

0 v

)(
1 0

0 ε

)(
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

)
· 1{x1>x2}

+

(
v 0

0 u

)(
1 0

0 δ

)(
cosϑ − sinϑ

sinϑ cosϑ

)
· 1{x1≤x2}.

(14)

ここで Σ+ と Σ− は 2次の正方行列である．すると，ドリフト項を 0として確率微分方程式は

dX(t) =
(
Σ+ · 1{X1(t)>X2(t)} +Σ− · 1{X1(t)≤X2(t)}

)
dB(t) (15)

と書ける．
定理 2 ([25]) 単位ベクトルを e1 := (1, 0)′, e2 := (0, 1)′ とする．(14) の拡散係数 σ(·) を持つ

確率微分方程式 (15) を考える．確率分布の意味で一意に定まる弱い解が，強い解とならない必要十
分条件は

(e1 − e2)
′ Σ− = −(e1 − e2)

′ Σ+ (16)

である．
(12) で定義される対角行列値関数 A(·) の平方根 σ(·) のうち，Σ1 1{x1>x2} +Σ2 1{x1≤x2} が

Σ1 ∈
{(

±u 0

0 ±v

)
,

(
0 ±u
±v 0

)}
, Σ2 ∈

{(
±u 0

0 ±v

)
,

(
0 ±u
±v 0

)}

に値をとるものは合計 64組あり，u �= v かつ uv �= 0 の時はそのうち 56組は強い解となる．
定理 1の証明の概略を述べる．まず，u = v の時には (10) で定まる (X1(·),X2(·)) は標準ブラウ
ン運動に区分的に定数のドリフトを加えた確率過程なので，測度変換によって扱える．そこで以下で
は uv ≥ 0 かつ u �= v の場合について考察する．差分 Y (·) := X1(·)−X2(·) は

Y (t) = y − λ

∫ t

0

sgn
(
Y (s)

)
ds +

∫ t

0

(
u1{Y (s)>0} + v 1{Y (s)≤0}

)
dB1(s)

−
∫ t

0

(
u1{Y (s)≤0} + v 1{Y (s)>0}

)
dB2(s) ; 0 ≤ t < T (17)

を満たす．ここで，sgn(·) := 1{x≥0} − 1{x<0}, x ∈ R とする．さらに，(β1(·),β2(·)) を

B1(t) = β2(t) +
λt

u− v
, B2(t) = β2(t) +

λt

u− v
; 0 ≤ t ≤ T

となるように定義すると，1次元の確率過程 Y (·) は，田中の確率微分方程式 (5) によく似た方程式
を満たす：
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Y (t) = y +

∫ t

0

(
u1{Y (s)>0} + v 1{Y (s)≤0}

)
dβ1(s)

−
∫ t

0

(
u1{Y (s)≤0} + v 1{Y (s)>0}

)
dβ2(s). (18)

さらに，β := (β1(·) + β2(·))/
√

2 , τ(·) :=
(
u1(0,∞)(·) + v 1(−∞,0](·)

)
/
√

2 とすると

Y (t) = y +

∫ t

0

τ
(
Y (s)

)
dβ(s)−

(
u+ v

)
β2(t) (19)

となる．ここで，関数 τ(·) は u > v ≥ 0 の時には増加関数で，v > u ≥ 0 の時には減少関数である．
Cameron–Martin–Maruyama–Girsanov定理による確率測度の変換によって，新しい確率測度 Q

の下では (β1(·),β2(·)) が 2次元の標準ブラウン運動に従うように Pに絶対連続なQをとれる．従っ
て，その和である β(·) も確率測度 Qの下でブラウン運動に従う．そこで，確率微分方程式 (19) に
ついて調べれば良い．u2 + v2 = 1 の条件を課したので，Qの下では，Y (·) は，伊藤の確率積分の性
質から連続なマルチンゲールであり，その 2次変分 〈Y 〉(t) は 〈Y 〉(t) ≡ t, t ≥ 0 を満たす．すなわ
ち，Y (·) は Y (0) = y を初期値とするブラウン運動となるから，確率微分方程式 (18) の弱い解は，
(従って，確率微分方程式 (19) の弱い解も) 分布の意味で一意である．
山田–渡辺の定理 [73] により，強い解であることを言うためには，分布の意味で一意に定まる解が，
道ごとに一意に定まることを言えば良い．β1(·) と β2(·) は独立なので確率微分方程式 (19) の解が
道ごとに一意であることは，次の結果の特別な場合である．
定理 3 ([25]) 関数 f : R→ R を二つの増加関数 f± : R→ R の差 f = f+ − f− で表される有限
変分の関数とする．あるフィルター付き確率空間 (Ω,F ,P, {Ft}) 上で二つの連続な局所マルチンゲー
ル M(·), N(·) で次の条件を満たすものを考える．初期値は M(0) = N(0) = 0 であり，M(·), N(·)
の 2次変分について，閉区間 [0, c] に値を持つ発展的可測な確率過程 q(·) が存在して

〈M,N〉(t) = 0, 〈M〉(t) =
∫ t

0

q(s) d〈N〉(s) ; 0 ≤ t <∞ (20)

と書けるものとする．さらに，A(·) を連続で適合的な確率過程で初期値は A(0) = 0 であり，各閉区
間 [0, t] 上で有限全変分であるとする．この時，確率微分方程式

Y (t) = y +

∫ t

0

f
(
Y (s)

)
dM(s) +A(t) +N(t) ; 0 ≤ t <∞ (21)

の解は道ごとに一意に定まる．
この定理 3の背景にあるのは，楕円型偏微分方程式や確率微分方程式の理論で，一様楕円性条件が

満たされない場合，楕円性条件を満たすように方程式を正則化することである．ここでは，田中の確率
微分方程式 (5) の解は強い解になり得ないが，ノイズが付け加わることによって確率微分方程式 (19)

の解の道ごとの一意性が得られる状況にある．定理 1の証明は，定理 3により，差分 Y (·) の道ごと
の一意性を確認し，確率測度 Qから Pへと変換した後，和 X1(·) +X2(·) がブラウン運動にドリフ
ト項 νtを加えたものであることに注意して，和と差から (X1(·),X2(·)) が表現されるので，確率微
分方程式 (10) は強い解を持つことが示される．
定理 2について，(16) の条件下では，拡散係数のベクトル方向は {x1 > x2} の領域では s+ :=
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(e1 − e2)
′ Σ+, {x1 ≤ x2} の領域では s− := (e1 − e2)

′ Σ− であり，丁度，真逆を向くことになる．
結果として，拡散過程 X(·) = (X1(·),X2(·)) が境界 {x1 = x2} から境界のどちら側に抜け出すか
は，ブラウン運動から生成されるノイズだけからでは決定されないことを示している．実際に，以下
のように二つの弱い解を構成できる．
X(·) = (X1(·),X2(·)) を確率微分方程式 (15) の弱い解の一つとする．[32] の結果により，必要な

らば確率空間を拡張することで Ỹ (·) が

Ỹ (t) =

∫ t

0

sgn(Ỹ (s))dY (s) =

∫ t

0

sgn(Ỹ (s))dY (s) かつ

Y (t) + max
0≤s≤t

(
− Y (s)

)+
= |Ỹ (t)|

を満たすようにできる．ここで sgn(x) := 1{x>0}− 1{x<0} と定義し，上述のように Y (·) := X1(·)−
X2(·) である．この (Y (·), Ỹ (·)) と B(·) から以下のように定義すると

B̃(·) :=
∫ ·

0

sgn(Y (t))dB(t), Ŵ (·) := −W̃ (·),

Ṽ (·) :=
∫ ·

0

(1, 1)
(
Σ+1{Ỹ (t)>0} +Σ−1{Ỹ (t)≤0}

)
dB̃(t),

W̃ (·) :=
∫ ·

0

(1,−1)
(
Σ+1{Ỹ (t)>0} +Σ−1{Ỹ (t)≤0}

)
dB̃(t),

V̂ (·) :=
∫ ·

0

(1, 1)
(
Σ−1{−Ỹ (t)≤0} +Σ+1{−Ỹ (t)>0}

)
dB̃(t),

X̃1(·) :=
1

2
(Ṽ (·) + W̃ (·)), X̃2(·) :=

1

2
(Ṽ (·)− W̃ (·)),

X̂1(·) :=
1

2
(V̂ (·) + Ŵ (·)), X̂2(·) :=

1

2
(V̂ (·)− Ŵ (·)).

これらはいずれもブラウン運動となっている．(16) の条件 (1,−1)Σ− = −(1,−1)Σ+ の下では

X̃1(·)− X̃2(·) = W̃ (·) = Ỹ (·), X̂1(·)− X̂2(·) = Ŵ (·) = −Ỹ (·)

であることが確認できる．従って，X̃(·) と X̂(·) は共に

dX̃(t) =
(
Σ+1{X̃1(t)>X̃2(t)} +Σ−1{X̃1(t)≤X̃2(t)}

)
dB̃(t) ; 0 ≤ t <∞,

dX̂(t) =
(
Σ+1{X̂1(t)>X̂2(t)} +Σ−1{X̂1(t)≤X̂2(t)}

)
dB̃(t) ; 0 ≤ t <∞

を満たすので，道ごとの一意性が満たされない例となっている．
以上のように，n = 2 の時，(16) の条件により，確率微分方程式 (15) の解は弱い解であるが強い

解でない．しかしながら定理 3を用いることによって，確率微分方程式にノイズを付け加えることに
よって，強い解になることが次のように示される．
系 1 定数ベクトル c := (c1, c2)

′ ∈ {x ∈ R2 \ {0} : x1 �= x2} をとり，W (·) を 1次元標準ブラウ
ン運動で B(·) と独立であるとする．(16) の条件下で

dX(t) =
(
Σ+1{X1(t)>X2(t)} +Σ−1{X1(t)≤X2(t)}

)
dB(t) + cW (t)
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の解は道ごとに一意に定まり強い解である．
定理 1と定理 2はリプシッツ連続でない係数を持つ場合にも強い解を持つことを示している．§3で
は，隣りあう 3粒子の衝突を調べることによって n ≥ 3 の場合へと拡張する．2粒子 (n = 2) の場合
には粒子の衝突を具体的に解析できるので，遷移確率関数や不変分布について明示できる．一例とし
て (10) の拡散係数が退化している時，すなわち，(u, v) = (1, 0) で，初期値 x1, x2 が x1 − x2 ≥ 0

となる時に，ξ1 > ξ2, ξ2 < x2 + gt ならば，

P
(
X1(t) ∈ dξ1, X2(t) ∈ dξ2

)
= 2e−2λ(ξ1−ξ2) · ξ1 − 3ξ2 + x1 + x2 + 2gt√

2πt3
·

· exp
{
− 1

2t

(
ξ1 − 3ξ2 + x1 + x2 + νt

)2}
dξ1 dξ2.

これは，2粒子の軌跡が交差して，以下 §3で詳しく述べる局所時間 (Local Time) が正になる場合で
ある．一方，x1 > x2, ξ1 > ξ2 = x2 + gt の場合には，時間 [0, t] で X1(·) と X2(·) が交わらない
ので，

P
(
X1(t) ∈ dξ1, X2(t) = ξ2

)
=

1√
2πt

·
(
exp

{
− (ξ1−x1 +ht)2

2t

}
− e−2λ(ξ1−ξ2) · exp

{
− (ξ1− 2ξ2 +x1−ht)2

2t

})
dξ1

となる．(10) の拡散係数が非退化の場合には，すなわち，u > 0, v > 0 の場合には，遷移確率関数は
より複雑になる．詳細は [25] を参照のこと．(10) に類似して，局所時間を方程式に含む場合につい
ては [23], [32], [34], [35] で調べられている．

3 粒子の衝突問題と応用
3.1 3粒子が衝突しない条件と強い解
n ≥ 3 として (6) を考えよう．拡散係数の定数 {σ̃k, 1 ≤ k ≤ n} が正であると仮定しよう．この時

には，(6) の弱い解は，確率分布の意味で一意に定まり，粒子の軌跡が交差しない間は，局所的に定
数のドリフト項と正の拡散係数項を持ったブラウン運動に従う．n個の粒子のうち，2個の粒子の軌
跡が交差することがあっても，§2で 2個の粒子の確率微分方程式を解析したのと同様にして，強い解
を持つことが示される．n個の粒子のうち，三つ (以上) の粒子が初めて衝突する (停止) 時刻を

τ∗ := inf{t : 添字 i < j < k が存在して Xi(t) = Xj(t) = Xk(t)} (22)

と定義する．
定理 4 ([31], [36], [62]) 確率微分方程式 (6) の解は，[0, τ∗) において，道ごとに一意に定まり，

強い解である．さらに，拡散係数の定数 {σ̃k, 1 ≤ k ≤ n} の 2乗が凹性を持つ，すなわち，

σ̃2
k ≥

1

2

(
σ̃2
k−1 + σ̃2

k+1

)
; k = 2, . . . , n− 1 (23)

を満たすならば，三つの粒子が衝突することはなく，P(τ∗ <∞) = 0 である．従って，確率微分方程
式 (6) の解は強い解で一意に定まる．
定理 4の後半部分の証明は，(6) を満たす (X1(t), . . . ,Xn(t)), t ≥ 0 から，順位づけられた確率過

数学 75巻 1号 2023年 1月

84



衝突ブラウン粒子の確率解析 85

程 X(1)(t) ≥ · · · ≥ X(n)(t) を得て，その隣りあう確率過程の差分 Yk(t) := X(k)(t)−X(k+1)(t) を
とると，(n− 1) 次元の確率過程 (Y1(t), . . . , Yn−1(t)), t ≥ 0 は Rn−1

+ := [0,∞)n−1 上に構成され
る反射壁のあるブラウン運動 (Reflected Brownian motion) に従うことから，その反射壁のあるブ
ラウン運動が領域

⋃
1≤i<j≤n−1{y = (y1, . . . , yn−1) ∈ Rn−1 : yi = 0 = yj} に到達する確率を調べ

ることに帰着される．
(6) に限らず，一般に，確率微分方程式 (1) の解が弱い解で確率分布の意味で一意に定まる場合に，

(22) のように 3粒子 i, j, k が衝突する最初の時刻 τ∗ の確率分布を求めることは，Meyersと Serrin

[51] の外部ディリクレ問題を解くことに帰着される．確率論を応用するならば，それは，確率過程
X(·) と超平面 {x ∈ Rn : xi = xj = xk} の距離が 0になる最初の時刻を調べることに相当して，そ
の距離が 0に近いところで，距離を上から或いは下から抑えるようなベッセル過程の次元を調べるこ
とになる．詳細については [ 9 ] に述べられている例や [11], [31], [26], [57] を参照のこと．ベッセル
過程との比較による評価は，[11] や [61] の静電ポテンシャルをドリフト項に持つブラウン運動や [68]

で調べられたDyson型のブラウン運動に従う粒子の 2粒子或いは 3粒子の同時衝突の確率について，
[ 3 ] や [12] でも用いられている．
3.2 無限粒子系
n個の R上を動く粒子の振る舞いを記述している確率微分方程式 (1) の考察を，可算無限個の粒子

の振る舞いを記述する確率微分方程式

dXi(t) =
∑
j∈N

1{Xi(t)=X[j](t)}δjdt+
∑
j∈N

1{Xi(t)=X[j](t)}σ̃jdBi(t) (24)

へと拡張しよう．ここで，{Bi(·), i ∈ N} は独立な標準ブラウン運動からなる系で，各時刻 tで順位
を下からつけて

X[1](t) ≤ X[2](t) ≤ X[3](t) ≤ · · ·

と表すことにする．表記の簡単のため初期値を X1(0) < X2(0) < X3(0) < · · · とする．同順位に
関しては初期値での順位を優先させて解消することにする．例えば，X1(t) = · · · = Xn(t) ならば
X[i](t) = Xi(t), i = 1, . . . , n とする．ここでは，ドリフトと拡散係数は，ある M ∈ N が存在して，
δM = δM+1 = · · · , σ̃M = σ̃M+1 = · · · と仮定する．さらに初期値に関して，実数 γ1 > 0, γ2 ∈ R

が存在して

Xi(0) ≥ γ1i+ γ2 ; i ∈ N (25)

となることを仮定する．この条件下で，弱い解の存在と一意性が示される．n = 2 での解析を n ≥ 3

へと適用する際に，3粒子が衝突する事象

{ある t ≥ 0, i < j < k が存在して Xi(t) = Xj(t) = Xk(t)} (26)

の確率について調べることが鍵となる．(23) を参照して {σ̃k, k ∈ N} について

σ̃2
k ≥

1

2
(σ̃2

k−1 + σ̃2
k+1) ; k ∈ N (27)
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を仮定する．ここで，σ̃0 := 0 とする．
定理 5 ([36]) (24) の弱い解について，(27) の条件下で事象 (26) は確率 0である．逆に，(27) が

満たされない時には事象 (26) は正の確率をとる．さらに，(24) は [0, τ∗) において道ごとに一意で
ある．特に凹性 (27) の下では，(24) の弱い解は強い解である．
定理 5の証明では，n次元空間を動く確率過程が低次元の多様体への到達する確率に関するDe Blassie

[15], [16] による結果を援用する．但し，ここでは，[15], [16] で用いられる対称性を失っているので
弱い結果となっている．定理 5は，3粒子が衝突した後に強い解が構成できるかどうかについて，未
解決問題を残している．n = 3 の特別な場合には，弱い解に限られることが示される ([33]) が，より
一般の条件では未解決である．田中の確率微分方程式やWalshのブラウン運動に関連して，弱い解と
強い解との差異について確率過程を駆動するノイズの性質がより深く調べられている ([ 2 ], [70], [71],

[74], [75])．順位に基づく拡散過程の無限粒子系について [13], [18], [19], [46], [53], [63], [65], [67]

を参照されたい．
3.3 4個以上の複数の粒子が衝突しない条件
前節までに 3個の粒子が衝突しないことから強い解が保全されることを見た．3個の粒子が衝突す

ることを許して，k(≥ 4) 個の粒子 i1, . . . , ik が衝突して一点に集まる事象の確率

P (∃ t > 0 : Xi1(t) = · · · = Xik(t)) (28)

を見よう．任意の k個の粒子について，この確率が 0である時，k個の粒子の衝突はないと定義する．
極端な例としては，k = n とした時で，n個の全粒子が衝突して一点に集まる事象が決して起こり得
ないことである．次の結果から，拡散係数の定数項 {σ̃i, 1 ≤ i ≤ n} の最大値と最小値に照らし合わ
せて，k個の粒子の衝突がないことを容易に調べられる．
定理 6 ([37]) k ≥ 4 とする．n個の粒子系 (6) において σ̃2

1 , . . . , σ̃
2
n が

max
1≤i≤n

σ̃2
i <

k − 1

2
min

1≤i≤n
σ̃2
i (29)

を満たすならば，k個の粒子の衝突はない．
定理 6の条件 (29) は k 個の粒子の衝突の必要条件ではない．一例として，n = k = 4 の時には，

σ̃2
1 = 2, σ̃2

2 = σ̃2
3 = σ̃2

4 = 1 の場合，全粒子が衝突しないことが示される ([10]) が，条件 (29) を満
たさない．条件 (29) を用いる利点は，条件 (29) が nに依らないことである．実際，無限個の粒子に
ついて次のことが示される．
定理 7 ([37]) k ≥ 4 とする．無限個の粒子系 (24) について，{σ̃i, i ∈ N} に関する (29) の条件，

すなわち，supi∈N
σ̃2
i < (k − 1) infi∈N σ̃2

i /2 と初期条件 {xi, i ∈ N} について

∞∑
i=1

e−ax2
i <∞ ; a > 0 (30)

が満たされる時，k個の粒子の衝突はない．
より複雑な衝突の状況を考えることもできる．例えば，n = 4 で，ある時刻 tで

X1(t) = X2(t) = X3(t) = X4(t) (全粒子の衝突), (31)
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X(1)(t) = X(2)(t) = X(3)(t) (3粒子の衝突), (32)

X(2)(t) = X(3)(t) = X(4)(t) (3粒子の衝突), (33)

X(1)(t) = X(2)(t) かつ X(3)(t) = X(4)(t) (2粒子の同時衝突) (34)

という事象を考えると，拡散係数の定数項 σ̃i, i = 1, 2, 3, 4 が

max(σ̃2
1, σ̃

2
2 , σ̃

2
3 , σ̃

2
4) <

3

8
(σ̃2

1 + σ̃2
2 + σ̃2

3 + σ̃2
4) (35)

を満たすならば事象 (31) と (34) の確率は 0となる．(35) に加えてさらに σ̃2
2 ≥ (σ̃2

1 + σ̃2
3)/2 なら

ば，事象 (32) の確率は 0となる．(35) に加えてさらに σ̃2
3 ≥ (σ̃2

2 + σ̃2
4)/2 ならば，事象 (33) の確

率は 0となる．より最近の結果については [17] が詳しい．
3.4 衝突の局所時間 (Local Time)

以上のように粒子が衝突する，或いは衝突しない条件を見てきた．ここでは二つ以上の粒子が衝突
する時にどのように衝突するのか，半マルチンゲールの原点における局所時間の観点から分析しよう．
田中の公式により実数値の半マルチンゲール {ξ(t), t ≥ 0} に対して，ξ(·) の原点における局所時間を

Λξ(·) := 1

2

(
|ξ(·)| − |ξ(0)| −

∫ ·

0

sgn(ξ(s))dξ(s)

)
(36)

と定義する．(6) をやや拡張して

dX(t) =
∑

π∈Σn

1Rπ
(X(t))

(
bπ dt+ sπ dB(t)

)
; 0 ≤ t <∞ (37)

となる確率微分方程式を考えることにする．ここで，各 π ∈ Σn について bπ := (bπ,1, . . . , bπ,n)
′ と

sπ := (sπ,i,j)1≤i,j≤n はそれぞれ領域Rπ での n個の粒子のドリフトベクトルと拡散係数行列を表
す．B(·) は n次元の標準ブラウン運動であり，Rπ と Σn は §2の初めに定義した通りである．拡散
係数のとる値は必ずしも対角行列に限らない．[ 5 ], [38], [39] で扱われた模型は (37) の特別な場合で
ある．
各 π ∈ Σn について bπ := 1′bπ / n, sπ := 1′sπ /n, 1 := (1, . . . , 1)′ と定義すると n個の粒子の

平均位置 X(·) := (X1(·) + · · ·+Xn(·)) /n は

dX(t) =
∑

π∈Σn

1Rπ
(X(t))

(
bπ dt+ sπ dB(t)

)
; 0 ≤ t <∞

と書けるので，b̂π := bπ − 1bπ, ŝπ := sπ − 1sπ を用いて，平均からの乖離 X̃(·) := X(·)− 1X(·)
については

dX̃(t) =
∑

π∈Σn

1Rπ
(X̃(t))

(
b̂π dt+ ŝπ dB(t)

)
(38)

と表される．k = 1, . . . , n について各時刻 tにおいて (6) の解 X(·) を並べ替えて k番目の順位とな
るものを Rk(·) と定義しよう：

Rk(·) :=
n∑

i=1

1
Q

(i)
k
(X(·))Xi(·) = XP·(k)(·) ; k = 1, . . . , n. (39)
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これらを k = 1, . . . , n について並べて順位過程 R(·) := (R1(·), . . . , Rn(·))′ とする．§2の最初に定義
したように，集合Q

(i)
k は yiが (y1, . . . , yn) の中で k番目に大きくなるように定めた集合であり，Σn

に値をとる確率過程 P(t) := (Pt(1), . . . ,Pt(n)) は粒子の順位から粒子の名前への置換を表している．
Bannerと Ghomrasniの結果 [ 6 ] により (R1(·), . . . , Rn(·)) は半セミマルチンゲールになることが
示される．さらに，(36) で定義される局所時間について，順位 kと順位 �の粒子の距離 Rk(·)−R
(·)
の 0における局所時間 Lk,
(·) := ΛRk−R�(·) を並べて L(·) := (L1,2(·), . . . , Ln−1,n(·))′ と定義す
る．
定理 8 ([39]) 各 π ∈ Σn において行列 sπ が正則であるとする．(37) で表される X(·) について
粒子間の距離 Rk −R
(·) の原点における局所時間 Lk,
(·) は

Lk,
(·) ≡ 0 ; k − � ≥ 2 (40)

である．すなわち，3個以上の粒子が衝突しても局所時間は 0である．
定理 8の証明は Rk −R
(·) を下から評価するベッセル過程と比較することで得られる．
3.5 弱い解だが強い解でない場合
確率微分方程式 (37) の拡散係数項の定数行列 sπ, π ∈ Σn は必ずしも対角行列ではない．ここで

はそのような場合に，§2の結果を発展させて (37) の解が強い解ではないことを示そう．各 π ∈ Σn,

1 ≤ i, j ≤ n について sπ の (i, i), (i, j), (j, i), (j, j) 成分を用いて (2× 2) の部分行列 (sπ)[i,j] を
定義する．ei を n次元単位ベクトルで i番目の成分が 1であるものとする．さらに，πの i番目と j

番目を入れ替えた置換 π̃[π, i, j] : Σn × {1, . . . , n}2 → Σn

π̃[π, i, j](�) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
π(�) if � �= i, j,

π(j) if � = i,

π(i) if � = j

と表すことにする．§2の結果と半マルチンゲールの折り込み [32], [35] の議論から次の結果が得られ
る．
定理 9 ある π, i, j が存在して

(ei − ej)
′(sπ)[i,j] = −(ei − ej)

′(sπ̃[π,i,j])[i,j]

となるならば，(37) の弱い解は強い解にはなり得ない．
3.6 反射ブラウン運動との関係
定理 8と [ 6 ] の結果から (39) で定義された順位過程について，半マルチンゲール分解

dR(t) =
(
π−1 ◦ bπdt+ π−1 ◦ sπdB(t)

)
|π=P· + C◦dL(t)

が得られる．ここで C◦ は (n× (n− 1)) 行列で
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C◦ :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2

−1/2 1/2

. . .
. . .

−1/2 1/2

−1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
と表される．さらにその差分過程 Y (·) := (Y1(·), . . . , Yn−1(·))′ を Zk(·) := Rk(·)− Rk+1(·), k =

1, . . . , n− 1 と定義すると，各 Yk(·) は非負の半マルチンゲールで

dYk(t) =

(
(bπ,π(k) − bπ,π(k+1))dt+

n∑
j=1

sπ,π(k),jdBj(t)−
n∑


=1

sπ,π(k+1),
dB
(t)

)∣∣∣∣∣
π=P(t)

+ dLk,k+1(t)− 1

2

(
dLk+1,k+2(t) + dLk−1,k(t)

)
; t ≥ 0

と表されるので {Y (t), t ≥ 0} は Rn−1
+ に構成された反射壁のあるブラウン運動である．反射ブラウ

ン運動の様々な性質 (到達確率，正の再帰性，時間反転，不変測度，確率流れ，道ごとの微分) はよく
調べられている ([ 7 ], [ 8 ], [14], [28]–[30], [42], [48]–[50], [56], [58], [64], [72], [76])．
3.7 安定性と不変測度
(38) で表される平均からの乖離 X̃(·) は，総和が常に 0になっている．X̃(·) の不変測度を見るた

めに，次の安定性条件を仮定しよう：

c := − max
π∈Σn

max
1≤k≤n−1

k∑

=1

(
bπ,π(
) − bπ

)
> 0. (41)

安定性条件 (41) の下では，各粒子がブラウン運動で互いに離れていくと，離れていったそれらの粒子
をドリフト項によって引き戻して離れすぎないような状況になっている．Π := {y ∈ Rn : 1′y = 0} と
定義すると，この条件の下で，y

∑
π∈Σn

1Rπ
(y)b̂π ≤ −c‖y‖2 ; y ∈ Π が成立する．Hasminskii [45]

の理論により X̃(·) に関する大数の強法則が成立する．すなわち，Π上の確率測度 μが存在して，任
意の有界な可測関数 f : Π→ R について確率 1で

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(X̃(t))dt =

∫
Π

f(u)μ(du), a.s. (42)

となる．このことから，X(·) が平均の周りで安定的であると言える．各 π ∈ Σn について f(·) =
1Rπ

(·) とおく，或いは，各 1 ≤ i, k ≤ n について 1
Q

(i)
k
(·) とおくことで，X(·) のRπ やQ

(i)
k にお

ける平均滞在時間は

θπ := μ(Rπ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

1Rπ
(X(t)) dt ; π ∈ Σn,

θk,i := μ(Q
(i)
k ) = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

1
Q

(i)
k
(X(t)) dt ; 1 ≤ k, i ≤ n

(43)

と表せる．(37) のような一般の場合には不変測度μを明示的に表せないが，特別な場合には具体的に
計算できる．隣りあう粒子間の距離の不変分布が指数分布の積の混合分布の形で表される場合である．
定理 10 ([39]) アトラス模型 (7) について，各 π ∈ Σn, k = 1, . . . , n− 1 について
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k∑


=1

(g
 + γπ(
)) < 0 (44)

が満たされる時，X(·) は平均の周りで安定的である．拡散係数項の定数 {σ̃2
k, k = 1, . . . , n} が線形

関係にある時，すなわち，

σ̃2
1 − σ̃2

2 = · · · = σ̃2
n−1 − σ̃2

n (45)

となる時，非負の値をとる隣りあう粒子間の距離 Yk(·) = Rk(·)−Rk+1(·), k = 1, . . . , n− 1 と Σn

に値をとる置換 P(·) の不変分布は Rn−1
+ × Σn 上の確率測度 ν で，可測集合 A ⊂ Rn−1

+ , B ⊂ Σn

について

ν(A×B) =

( ∑
q∈Σn

n−1∏
k=1

λ−1
q,k

)−1 ∑
p∈B

∫
A

exp

(
−

n−1∑
k=1

λp,kyk

)
dy1 · · ·dyn−1. (46)

ここで λp,k := −4
∑k


=1(g
 + γπ(
)) /
(
σ̃2
k + σ̃2

k+1

)
, p ∈ Σn である．特に，(Y1(·), . . . , Yn−1(·))

の不変分布には密度関数 p(·) が存在して，y1 > 0, . . . , yn−1 > 0 について

p(y1, . . . , yn−1) :=

( ∑
q∈Σn

n−1∏
k=1

λ−1
q,k

)−1 ∑
p∈Σn

exp

(
−

n−1∑

=1

λp,
 y


)
. (47)

系 2 条件 (44)–(45) を仮定する．アトラス模型 (7) において，(43) で定義される平均滞在時間
θp, θk,i は，p ∈ Σn, 1 ≤ k, i ≤ n について

θp =

( ∑
q∈Σn

n−1∏
k=1

λ−1
q,k

)−1 n−1∏
j=1

λ−1
p,j , θk,i =

∑
p: p(k)=i

θp. (48)

アトラス模型 (6) のように定数 γiが全て 0の時には，(46) に現れる λp,k は pに依存しない定数と
なり，(Y1(·), . . . , Yn(·)) の不変分布は，指数分布の積で表される．§2で述べたようにアトラス模型を
数理ファイナンスの枠組みで考えると，長い年月を通じて企業の順位に応じて市場に占める割合が安
定的に定まる様子を描写するのに，定常分布を明示的に書き下せるのは都合が良い．アトラス模型の
株式投資のポートフォリオへの応用については [ 4 ], [22], [24], [39], [41]，定常分布への収束の速さに
ついては [38], [54] を参照されたい．
3.8 多孔質媒質 (Porous Medium) 方程式
単位閉区間 [0, 1] 上の関数 g : [0, 1]→ R, s : [0, 1]→ (0,∞) で g(k/n) = gk, s(k/n) = σ̃k, k =

1, . . . , n となるものをとる．確率微分方程式 (6) の解 (X1(·), . . . ,Xn(·)) の経験分布関数をディラッ
ク測度 δを用いて，

ρ(t) :=
1

n

n∑
i=1

δXi(t) ; t ≥ 0 (49)

で定義し，F (x; ξ), x ∈ R を確率変数 ξ の確率分布関数とする．定義により，各 iについて確率微分
方程式 (6) は

dXi(t) = g(F (Xi(t); ρ(t)))dt+ s(F (Xi(t); ρ(t)))dBi(t) ; t ≥ 0 (50)
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と書ける．前節 §3.7では平均からの乖離を分析したが，ここでは，中央値 med(X(t)) からの乖離

Ŷ (n)(t) := (Ŷ1(t), . . . , Ŷn(t)),

Ŷi(t) := Xi(t)−med(X(t)) ; t ≥ 0, i = 1, . . . , n (51)

を分析する．ここで，中央値 med(X(t)) は，nが奇数の時には，下から数えて (n+ 1)/2 番目の値
X[(n+1)/2] をとり，nが偶数の時には，下から数えて n/2− 1番目の値 X[(n/2)−1](t) をとると定義
する．
以下では，関数 gが連続微分可能で，微分係数 g′については，ある定数 c0 > 0 が存在して，g′(x) ≤

−c0 < 0, 0 ≤ x ≤ 1 であると仮定する．さらに，関数 sは線形であると仮定する．初期値分布を前
節 §3.7で得られた不変分布，すなわち，指数分布の積に従うものとして，n→∞ の極限を考えよう．
ここで，Lip をリプシッツ連続な関数の集合，Lip(f) をリプシッツ連続な関数 f のリプシッツ定数と
して，可分距離空間 S に対して M1(S) を S 上の確率測度の集合で，任意の x1, x2 ∈M1(S) に対し
て距離

dist(x1, x2) := sup
f∈Lip

{∫
S

f(y)x1(y)−
∫
S

f(y)x2(y) : sup
y
|f(y)|+ Lip(f) ≤ 1

}
(52)

を導入する．(Ŷ1(t), . . . , Ŷn(t)) の経験分布関数

ρ̂(n)(t) :=
1

n

n∑
i=1

δŶi(t)
; 0 ≤ t ≤ T (53)

は，確率測度の集合 M1(C([0, T ],M1(R))) の要素の一つと見做せる．
定理 11 ([67]) {ρ̂(n)(·), n ∈ N} は M1(C([0, T ],M1(R))) 上の弱収束の位相に関して相対コン

パクトである．その任意の集積点 ρ̂(∞) と，ρ̂(∞) に従うランダム要素 ηt, 0 ≤ t ≤ T について，任意
の f ∈ C3

c (R), t ≥ 0 で∫
R

fdηt −
∫
R

fdη0 =

∫ t

0

ds

∫
R

(
g(Fηs

)f ′ +
1

2
s(Fηs

)f ′′
)
dηs (54)

という発展方程式が成り立つ．さらに，R(t, x) := Fηt
(x) を ηt の分布関数とすると，次の対流のあ

る多孔質媒質 (Porous Medium) の方程式を満たす：

∂

∂t
R =

∂2

∂x2

(
1

2

∫ R

0

s2(u)du

)
− ∂

∂x

(∫ R

0

g(u)du

)
. (55)

定理 11は大数の法則に相当している．[21], [40], [46], [59], [60] では，n→∞ の時の，中心極限
定理，大偏差原理やカオス伝播についても調べられている．
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[11] E. Cépa and D. Lépingle, Diffusing particles

with electrostatic repulsion, Probab. Theory Re-

lated Fields, 107 (1997), 429–449.
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